Ŋěğăćĺśĺňżľ Ňőśłőćśłĺľ Şŋĺćěřśĺšěš

Ňőśłőćśłĺľ Űěŋšř ŋěŕřěřżćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őąřăğőćăŋĺ£

Ćżśÿĺľ Łőńńěďę Ňăšěňăšĺłĺ

Ă. Ă. Ąěńăćĺŋ, Ă. Č. Łşńăłőć

Ńěłűĺĺ ŕő šěőřěšĺůěśłőľ ťĺğĺłě

ŇŰŊŇŐ, ĆŁŇ ŊŇŞ 1999

Ăńěłśăŋďř Ăąřăňőćĺů Ąěńăćĺŋ, Ăńěłśăŋďř Čěőřčĺěćĺů Łşńăłőć

Ă. Ă. Ąěńăćĺŋ, Ă. Č. Łşńăłőć

Ńěłűĺĺ ŕő šěőřěšĺůěśłőľ ťĺğĺłě. | Ň: ŇŰŊŇŐ, ĆŁŇ ŊŇŞ. | 184 c.

© Ă. Ă. Ąěńăćĺŋ, Ă. Č. Łşńăłőć, 1999 © ŇŰŊŇŐ, ĆŁŇ ŊŇŞ, 1999

Łŋĺčă ŕőďčőšőćńěŋă ŕřĺ ůăśšĺůŋőľ ŕőďďěřęłě ŘŤŤĹ (čřăŋšż Â 92 { 02 { 16507 ĺ Â 98 { 01 { 00555).

Ĺğďăšěńĳśšćő Ňőśłőćśłőčő Űěŋšřă ŋěŕřěřżćŋőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őąřăğőćăŋĺ£

Ćěřśšłă Ć. Ć. Łőŋďřăšĳěć Řĺśşŋłĺ (ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň śĺśšěňż METAPOST) Ć. Ć. Łőŋďřăšĳěć

Ńĺűěŋğĺ£ ŃŘ Â071150 őš 11.04.95č Ŕőďŕĺśăŋő ć ŕěůăšĳ 01.03.99č. Šĺřăę 100 ¡łğ.

ŇŰŊŇŐ 121019, Ňőśłćă, Ą. Ćńăśĳěćśłĺľ ŕěř., 11. Šěń. 241 { 05 { 00

5 śěňěśšř

Ććěďěŋĺě

[Ńěłűĺ£ 1]

Ťĺğĺłă ĺ ňăšěňăšĺłă

İľŋÿšěľŋ: ÀŤĺğĺłă őśŋőćżćăěš śćőĺ ŕőŋ£šĺ£ ŋă ĺğňěřěŋĺ£ţ, ŕřĺůěň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ĺ şšćěřęďěŋĺ£ ťĺğĺłĺ ňőčşš ążšĳ ćżřăęěŋż ňăšěňăšĺůěśłĺ.Á

ÀŤĺğĺłă śšřěňĺšś£ ŋăľšĺ őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ őąńăśšěľ ŋă šěőřěšĺůěśłőľ őśŋőćě, őąřăğőćăŋŋőľ ňĺŋĺňăńĳŋżň ůĺśńőň ŕőŋ£šĺľ ĺ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ, ĺğ łőšőřżţ ńőčĺůěśłĺ ňőęŋő ćżćěśšĺ ćśě.Á

ÀČńşąőłőě şąěęďěŋĺě ć ďőśšĺęĺňőśšĺ ¡šőľ űěńĺ £ćń£ěšś£ čńăćŋżň ĺśšőůŋĺłőň śšřăśšŋőľ ŕřěďăŋŋőśšĺ, łőšőřă£ ćśěčďă ćőőďşÿěćń£ěš ĺśśńěďőćăšěń£.Á

Ťĺğĺłă ŋăţőďĺš ć ňăšěňăšĺłě £ğżł ĺ ŕřőőąřăğż, ňăšěňăšĺłă ć ťĺğĺłě | śňşšŋżě őůěřšăŋĺ£ ŕőŋ£šĺľ ĺ ăłśĺőň, ă šăłęě ŕřőąńěňż.

Ć śńěďş¿źěľ šăąńĺűě ŕőłăğăŋż řăğďěńż ťĺğĺłĺ ĺ ňăšěňăšĺłĺ, őłăğăćÿĺě śşźěśšćěŋŋőě ćńĺ£ŋĺě ďřşč ŋă ďřşčă.

Ťĺğĺłă Ňăšěňăšĺłă

Ĺğňěřěŋĺ£ Ğěňńĺ, ăśšřőŋőňĺ£ Čěőňěšřĺ£ Ěćłńĺďă Ŋěąěśŋă£ ňěţăŋĺłă Łěŕńěřă, Ŋĳ¿šőŋă Ăŋăńĺğ Čĺďřőďĺŋăňĺłă, ¡ńěłšřőďĺŋăňĺłă Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£

Őąźă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ Ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ čěőňěšřĺ£

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă Čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő; šěőřĺ£ ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕ

Łăńĺąřőćőůŋżě šěőřĺĺ, ĺŋśšăŋšőŋż Čěőňěšřĺ£ řăśśńőěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć Šěőřĺ£ śšřşŋ. Łőŋťőřňŋă£ šěőřĺ£ ŕőń£ Ąěśłőŋěůŋőňěřŋżě ăńčěąřż Ńĺ

Śşźěśšćş¿š 3 ćĺďă ťĺğĺłĺ: ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋă£ | ś ¡šőľ ůăśšĺ ťĺğĺłĺ śőąśšćěŋŋő ŋăůăńăśĳ ťĺğĺłă, ąěğ ŋěě őŋă ŋě ňőęěš

4 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

śşźěśšćőćăšĳ, ĺ ¡šő ŕőŋ£šŋő ćśěň; šěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłă | šă ěě ůăśšĳ, ć łőšőřőľ ćőğŋĺłă¿š őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ ĺ £ğżł, śšřő£šś£ ňőďěńĺ ĺ ŕőśšşńĺřş¿šś£ şřăćŋěŋĺ£, őŕĺśżćă¿źĺě řěăńĳŋżľ ňĺř; ĺ ňăšěňăšĺůěśłă£ ťĺğĺłă, ć łőšőřőľ ¡šĺ şřăćŋěŋĺ£ řěÿă¿šś£. Őďŋă ĺğ őśŋőćŋżţ ğăďăů ¡šőčő łşřśă | ŕőłăğăšĳ, łăłĺňĺ ŕřĺŋűĺŕăňĺ řşłőćőďśšćş¿šś£ ťĺğĺłĺ, ŕřĺďşňżćă£ şřăćŋěŋĺ£, őŕĺśżćă¿źĺě ŋăÿ ňĺř. Łşřś řăśśůĺšăŋ ŋă 2 čőďă ĺńĺ 4 śěňěśšřă. Ćőš ŕřĺňěřŋżľ ŕńăŋ łşřśă:

5 śěňěśšř | łńăśśĺůěśłă£ šěőřĺ£ ŕőń£ (śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ, ¡ńěłšřőďĺŋăňĺłă, őąźă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ);

6 śěňěśšř | łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă;

7 śěňěśšř | ňőďěńĳ Ĺğĺŋčă, šőůŋőřěÿăěňżě ňőďěńĺ łćăŋšőćőľ šěőřĺĺ ŕőń£.

8 śěňěśšř | łćăŋšőćă£ šěőřĺ£ ŕőń£, łőŋťőřňŋă£ šěőřĺ£ ŕőń£. Ć ¡šőň śěňěśšřě ĺğşůă¿šś£ śšřşłšşřă ŕřőśšřăŋśšćă-ćřěňěŋĺ, łăńĺąřőćőůŋżě ŕőń£, şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă, čřăćĺšăűĺ£.

Ěćłńĺďőćă śšřşłšşřă ŕřőśšřăŋśšćă

Łőčďă ňż ć čěőňěšřĺĺ şŕőšřěąń£ěň śńőćă šőůłă, ŕř£ňă£, ŕńőśłőśšĳ, ĺţ śőďěřęăŋĺě ŋě śşźěśšćěŋŋő, ăłśĺőňż śńşęăš ĺň őŕřěďěńěŋĺěň, ă ňăšěňăšĺůěśłĺ śşźěśšćěŋŋő őšśşšśšćĺě ŕřőšĺćőřěůĺľ ć őŕřěďěńěŋĺ£ţ ĺ ăłśĺőňăţ.

Łőčďă ňż şŕőšřěąń£ěň ¡šĺ śńőćă ć ťĺğĺłě, ňż ďőńęŋż şłăğăšĳ śŕőśőą ĺţ ĺğňěřěŋĺ£ ĺ ŋăąń¿ďěŋĺ£ (ŕř£ňő ĺńĺ łőśćěŋŋő). İšő ŕřőśšőě ğăňěůăŋĺě ŋě ćśěčďă şůĺšżćăńőśĳ. §řůăľÿĺľ ŕřĺňěř | ŕőŋ£šĺě ăąśőń¿šŋőčő ćřěňěŋĺ, śşźěśšćőćăćÿěě ďő İľŋÿšěľŋă ĺ ńĺÿěŋŋőě ťĺğĺůěśłőčő śőďěřęăŋĺ£.

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

Şšćěřęďěŋĺě ő ěćłńĺďőćőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă ąěśśňżśńěŋŋő, ŕőłă ŋě şłăğăŋż ťĺğĺůěśłĺě őąžěłšż, śőőšćěšśšćş¿źĺě šőůłăň, ŕř£ňżň ĺ š. ď.

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ 5

Ďćĺęěŋĺě ć ňěţăŋĺłě | ¡šő ĺğňěŋěŋĺě ŕőńőęěŋĺ£ šěńă. Ŕőď ŕőńőęěŋĺěň ŕőŋĺňăěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋőě ŕőńőęěŋĺě, ŕőńőęěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčĺţ šěń. Ŕőŋ£šĺě ăąśőń¿šŋőčő ŕőńőęěŋĺ£, ŕőńőęěŋĺ£ ć ăąśőń¿šŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ńĺÿěŋő ťĺğĺůěśłőčő śőďěřęăŋĺ£.

Šěńő ĺńĺ śĺśšěňă šěń, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřżţ őŕřěďěń£ěšś£ ŕőńőęěŋĺě, | ¡šő ŕřőśšřăŋśšćěŋŋă£ śĺśšěňă őšśůěšă.

Şšćěřęďěŋĺě ő šőň, ůšő ďćă ŋěőďŋőćřěňěŋŋżţ śőążšĺ£ ŕřőĺğőÿńĺ ć őďŋőň ňěśšě, ńĺÿěŋő ťĺğĺůěśłőčő śőďěřęăŋĺ£. Ŕřěďśšăćĳšě, ŋăŕřĺňěř, ůšő ćż ěďěšě ć ŕőěğďě. Šő, ůšő ŕřőĺśţőďĺš ć őďŋőň ňěśšě ďń£ ćăś, ŕřőĺśţőďĺš ć řăğŋżţ ňěśšăţ ďń£ ŋăąń¿ďăšěń£ ŋă śšăŋűĺĺ.

Ć łăůěśšćě ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőľ śĺśšěňż őšśůěšă ňőęŋő ćğ£šĳ šćěřďőě šěńő, ć łăůěśšćě łőőřďĺŋăšŋżţ őśěľ | šćěřďżě śšěřęŋĺ, ŕřő łőšőřżě, łăł ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ćěřŋż şšćěřęďěŋĺ£ ěćłńĺďőćőľ šřěţňěřŋőľ čěőňěšřĺĺ. Ĺţ ŋăďő ŕřőćěř£šĳ. Ŋăŕřĺňěř, Čăşśś ŕřőćěřĺń řăćěŋśšćő śşňňż şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă 180^∘ ďń£ šřěţ čőřŋżţ ćěřÿĺŋ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ ≈ 100 łň. Řăśůěš ďćĺęěŋĺ£ ŕńăŋěš ĺ śŕşšŋĺłőć ďăěš ńşůÿş¿ šőůŋőśšĳ. Ŕřĺ ¡šőň ěćłńĺďőćőśšĳ čěőňěšřĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ ńĺÿĳ ůăśšĳ¿ ŕřěďŕőńőęěŋĺľ, řőńĳ ŕř£ňżţ ć ŋěľ ĺčřă¿š ńşůĺ śćěšă, ă ŋě śšěřęŋĺ.

Šăł ęě ňőęŋő ŕřőćěř£šĳ, ůšő ďńĺŋă šćěřďőčő śšěřęŋ£ ŋě ğăćĺśĺš őš ŕşšĺ ŕěřěŋőśă.

Ňőęŋő ąřăšĳ řăğŋżě śĺśšěňż łőőřďĺŋăš. Ŕěřěţőďż őš őďŋőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ł ďřşčőľ őąřăğş¿š čřşŕŕş ďćĺęěŋĺľ šřěţňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă, śőśšő£źş¿ ĺğ ćřăźěŋĺľ ĺ śďćĺčőć.

Ć łăůěśšćě ŕřőśšěľÿĺţ ňőęŋő ćğ£šĳ ćřăźěŋĺ£ (XY ), (Y Z), (ZX) ĺ śďćĺčĺ (x^′ = x + a, y^′ = y + b, z^′ = z + c).

Ďńĺŋă šćěřďőčő śšěřęŋ£ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ďćĺęěŋĺ£ţ. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, l = √ (x_1 − x_2)^2 + (y_1 − y_2)^2 + (z_1 − z_2)^2

£ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň. İšő śćőľśšćő | řěğşńĳšăš śőčńăÿěŋĺ£ ĺ ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋőľ ŕřőćěřłĺ.

6 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

Ĺšăł, ŕřőśšřăŋśšćő ĺğőšřőŕŋő ĺ őďŋőřőďŋő ĺńĺ ŕřőśšřăŋśšćő ěćłńĺďőćő.

Ćřěň£

Ćřěň£ ĺğňěř£ěšś£ ůăśăňĺ. Ůăśż | ¡šő šěńő (śĺśšěňă šěń), śőćěřÿă¿źěě ŕěřĺőďĺůěśłĺľ ŕřőűěśś. Ŕřĺňěřż: ňă£šŋĺł, ćřăźěŋĺě Ğěňńĺ, łőńěąăŋĺě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£.

Łőńěąăŋĺ£ ůăśőć, ćżąřăŋŋżţ ć łăůěśšćě ¡šăńőŋă, śůĺšă¿šś£ řăćŋőňěřŋżňĺ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿.

Ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő-ćřěňěŋŋă£ śĺśšěňă őšśůěšă

Ěśńĺ ć łăłőň-šő ňěśšě ěśšĳ ůăśż, ňż ňőęěň őŕřěďěń£šĳ ňőňěŋšż, ć łőšőřżě ć ¡šőň ňěśšě ŕřőĺśţőď£š śőążšĺ£.

Ěśńĺ śőążšĺ£ ŕřőĺśţőď£š ć řăğŋżţ ňěśšăţ, šő ŋăďő őŕřěďěńĺšĳ, ůšő ğŋăůĺš, ůšő őŋĺ őďŋőćřěňěŋŋż.

İľŋÿšěľŋ ŕřěďńőęĺń śńěďş¿źĺľ śŕőśőą őŕřěďěńěŋĺ£ śĺŋţřőŋŋőśšĺ ůăśőć. Ůăśż ć šőůłăţ Ă ĺ Ć ŋăğőćěň śĺŋţřőŋŋżňĺ, ěśńĺ ńşůĺ śćěšă, őďŋőćřěňěŋŋő ćżÿěďÿĺě ĺğ śěřěďĺŋż őšřěğłă AB ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ šőůěł A ĺ B, ďőśšĺčă¿š ¡šĺţ šőůěł ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ ŕőłăğăŋĺ£ţ ůăśőć. Ŋşęŋő ŕřőćěř£šĳ, ůšő ŕőŋ£šĺě śĺŋţřőŋŋżţ ůăśőć ŕő İľŋÿšěľŋş šřăŋğĺšĺćŋő, š. ě. ěśńĺ ůăśż ć šőůłăţ A ĺ B śĺŋţřőŋŋż ĺ ůăśż ć šőůłăţ B ĺ C śĺŋţřőŋŋż, šő ĺ ůăśż ć šőůłăţ A ĺ C śĺŋţřőŋŋż. Śőćőłşŕŋőśšĳ ťĺğĺůěśłĺţ őŕżšőć £ćń£ěšś£ šăłőľ ŕřőćěřłőľ.

Ŕřĺŋűĺŕ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ Čăńĺńě£

Ĺŋěřűĺăńĳŋőľ śĺśšěňőľ őšśůěšă ŋăğżćăěšś£ śĺśšěňă, ć łőšőřőľ čřăťĺł ďćĺęěŋĺ£ śćőąőďŋőľ ňăšěřĺăńĳŋőľ šőůłĺ | ŕř£ňă£.

Ĺŋěřűĺăńĳŋżě śĺśšěňż śşźěśšćş¿š. Ĺ ĺţ ňŋőčő. İšő ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋżľ ťăłš. Ěśńĺ śĺśšěňă ďćĺęěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěłőšőřőľ ĺŋěřűĺăńĳŋőľ śĺśšěňż őšśůěšă řăćŋőňěřŋő ĺ ŕř£ňőńĺŋěľŋő, šő őŋă šăłęě £ćń£ěšś£ ĺŋěřűĺăńĳŋőľ (š. ě. ŕőńőęěŋĺě ďćĺęşźěľś£ śĺśšěňż ć łăęďżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕřěďÿěśšćş¿-

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ 7

źěčő śďćĺčőň, ŕřĺůěň řăćŋżň ŕřőňěęşšłăň ćřěňěŋĺ őšćěůă¿š řăćŋżě śďćĺčĺ). İšő şšćěřęďěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ğăłőŋőň ĺŋěřűĺĺ.

Ěśńĺ ş śĺśšěňż šěń ć ŋěłőšőřżľ ňőňěŋš ğăďăŋż ŕőńőęěŋĺ£ ĺ śłőřőśšĺ, šő őŋĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿š ĺţ ŕőńőęěŋĺ£ ĺ śłőřőśšĺ ć ąşďşźěň. İšőš ŕřĺŋűĺŕ ŋăğżćăěšś£ ŕřĺŋűĺŕőň ŕřĺůĺŋŋőśšĺ.

Ěśńĺ śőćěřÿĺšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋăůăńĳŋżţ şśńőćĺľ (śďćĺč ć ŕřőśšřăŋśšćě, ćřăźěŋĺě, śďćĺč ćřěňěŋĺ), šő ďćĺęěŋĺě śőćěřÿăěšś£ ŕő šřăěłšőřĺĺ, ŕőńşůěŋŋőľ šěň ęě ŕřěőąřăğőćăŋĺěň. İšĺ şšćěřęďěŋĺ£, ŕőďšćěřęďěŋŋżě ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋő, ŋăğżćă¿šś£ őďŋőřőďŋőśšĳ¿ ŕřőśšřăŋśšćă, ĺğőšřőŕĺěľ ŕřőśšřăŋśšćă, ĺ őďŋőřőďŋőśšĳ¿ ćřěňěŋĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ŋĳ¿šőŋ ŕřěďŕőńăčăń (ĺ ¡šő ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋő ŕőďšćěřęďăěšś£ ś ŋěłőšőřőľ šőůŋőśšĳ¿), ůšő ŕřĺ ŕěřěţőďě őš őďŋőľ ĺŋěřűĺăńĳŋőľ śĺśšěňż ł ďřşčőľ ŋě ňěŋ£¿šś£ ňăśÿšăą ĺ ćřěň£. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ śĺśšěňă ďćĺęěšś£ ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ őśĺ x śő śłőřőśšĳ¿ v, šő łőőřďĺŋăšż ŕřěőąřăğş¿šś£ ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: x^′ = x + vt, t^′ = t.

Šăłĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ őąřăğş¿š čřşŕŕş Čăńĺńě£. Şřăćŋěŋĺě

d^2x dt^2 = 0 | ĺŋćăřĺăŋš ¡šőľ čřşŕŕż.

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ śĺśšěňă őšśůěšă K^′ ďćĺęěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋő śĺśšěňż K śő śłőřőśšĳ¿ ~V , ă ć śĺśšěňě őšśůěšă K śłőřőśšĳ šěńă řăćŋă ~v, šő śłőřőśšĳ šěńă ć śĺśšěňě K^′ řăćŋă ~v^′ = ~v + ~V .

Śćěš

Śćěš ĺňěěš łőŋěůŋş¿ śłőřőśšĳ, ćőńŋőćżě śćőľśšćă ĺ ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋş¿ ŕřĺřőďş. Šăł łăł śćěš ĺňěěš ćőńŋőćżě śćőľśšćă, ćőğŋĺłńő ŕřěďŕőńőęěŋĺě, ůšő ¡šő łőńěąăŋĺě ŋěłőšőřőľ śřěďż | ¡ťĺřă | ŕőďőąŋő ćőńŋăň ŋă ćőďě. İšő őğŋăůăńő, ůšő śşźěśšćşěš ćżďěńěŋŋă£ śĺśšěňă łőőřďĺŋăš, ć łőšőřőľ ¡ťĺř ŋěŕőďćĺęěŋ. Ś űěńĳ¿ őąŋăřşęĺšĳ śłőřőśšĳ Ğěňńĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡ťĺřă ążń ŕřőĺğćěďěŋ őŕżš Ňăľłěńĳśőŋă. Ěčő řěğşńĳšăš: śłőřőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡ťĺřă řăćŋă 0. Ćőğŋĺłńő ŕřěďŕőńőęěŋĺě, ůšő ¡ťĺř şćńěłăěšś£ Ğěňńěľ. Ŋő ¡šő ŕřěďŕőńőęěŋĺě őŕřőćěřčăěšś£ őŕżšőň Ťĺğő ĺ ăąěřřăűĺěľ ŕřĺ ŋăąń¿ďěŋĺĺ ğćěğď. Ĺšăł, ¡ťĺřă ŋě śşźěśšćşěš.

8 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

Őšřĺűăšěńĳŋżľ řěğşńĳšăš őŕżšă Ňăľłěńĳśőŋă ňőęŋő őąž£śŋĺšĳ šăłęě čĺŕőšěğőľ ĺśšěůěŋĺ£ Řĺšűă ő šőň, ůšő śćěš ĺňěěš ŕőśšő£ŋŋş¿ śłőřőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ĺśšőůŋĺłă ĺğńşůěŋĺ£, ă ŋě őšŋőśĺšěńĳŋő ŋăąń¿ďăšěń£. Ŋő ¡šă čĺŕőšěğă őŕřőćěřčăěšś£ ŋăąń¿ďěŋĺěň ďćőľŋżţ ğćěğď.

Őŕżš Łěŋŋěďĺ ĺ Čőřŋăďĺľłă ŕř£ňő ŕřőćěř£ěš őďĺŋăłőćőśšĳ śłőřőśšěľ śćěšă ć řăğŋżţ śĺśšěňă őšśůěšă. Ć ¡šőň őŕżšě ć ĺŋšěřťěřőňěšřě Ňăľłěńĳśőŋă řăğńĺůŋă£ ďńĺŋă ŕńěů ĺŋśšřşňěŋšă ŕřĺćőďĺš ł ĺŋšěřťěřěŋűĺĺ, ĺ ¡łśŕěřĺňěŋšăšőř ňőęěš ŋăąń¿ďăšĳ, śňěźă¿šś£ ńĺ ĺŋšěřťěřěŋűĺőŋŋżě ŕőńőśż ć šěůěŋĺě ďőńčőčő ćřěňěŋĺ | łőčďă Ğěňń£ řěăńĺğşěš řăğŋżě śĺśšěňż őšśůěšă.

Ďćă ŕřĺŋűĺŕă ňőčşš őąž£śŋĺšĳ ćśě ¡šĺ ťăłšż. Ă) Ŕřĺŋűĺŕ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ (ćłń¿ůă£ őďĺŋăłőćőśšĳ śłőřőśšĺ śćěšă őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěŕőďćĺęŋőčő ĺśšőůŋĺłă ć řăğŋżţ ĺŋěřűĺăńĳŋżţ śĺśšěňăţ).

Ć) Ŋěğăćĺśĺňőśšĳ śłőřőśšĺ śćěšă őš ďćĺęěŋĺ£ ĺśšőůŋĺłă ć őďŋőľ ĺŋěřűĺăńĳŋőľ śĺśšěňě őšśůěšă.

Ćňěśšě ¡šĺ ŕřĺŋűĺŕż ŕřőšĺćőřěůăš ŋĳ¿šőŋőćş ŕőŋ£šĺ¿ őďŋőćřěňěŋŋőśšĺ (ăŕřĺőřŋőňş, ňěšăťĺğĺůěśłőňş) ĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ő ŋěĺğňěŋŋőśšĺ ňăśÿšăąőć ćřěňěŋĺ ĺ řăśśšő£ŋĺ£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ć ďćĺęşźş¿ś£ śĺśšěňş őšśůěšă. Šěň śăňżň őŋĺ ŕřőšĺćőřěůăš ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň Čăńĺńě£, ă ĺňěŋŋő, şšćěřęďěŋĺ¿

t^′ = t ĺ ´x^′ = ´x ďń£ t_1 = t_2:

Ğŋăůĺš, ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Čăńĺńě£ ŋăďő ĺğňěŋĺšĳ. Ŕőŕřőąşěň ŋăľšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łőőřďĺŋăš ŕřĺ ŕěřěţőďě ć śĺśšěňş őšśůěšă, ďćĺęşźş¿ś£ őšŋőśĺšěńĳŋő ďăŋŋőľ śő śłőřőśšĳ¿ V ŕő őśĺ x, x^′ = x^′(x; t) ĺ t^′ = t^′(x; t), łőšőřżě şďőćńěšćőř£- ¿š śńěďş¿źĺň šřěąőćăŋĺ£ň:

(1) ŕř£ňżě (čřăťĺł ďćĺęěŋĺ£ śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż) ŕěřěţőď£š ć ŕř£ňżě. İšő ŕřĺŋűĺŕ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ.

(2) Śćěšőćőľ łőŋşś (čřăťĺł ďćĺęěŋĺ£ śćěšă) ŕěřěţőďĺš ć śěą£. İšő ŕřĺŋűĺŕ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ + ŕřĺŋűĺŕ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ śłőřőśšĺ śćěšă őš ďćĺęěŋĺ£ ĺśšőůŋĺłă.

(3) Ŕřěőąřăğőćăŋĺě śő śłőřőśšĳ¿ −V £ćń£ěšś£ őąřăšŋżň ł ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ śő śłőřőśšĳ¿ V .

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ 9

(4) Łőňŕőğĺűĺ£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śő śłőřőśšĳ¿ −V ĺ őšřăęěŋĺ£ | ŕřěőąřăğőćăŋĺě śő śłőřőśšĳ¿ V .

Ĺğ (1) ĺ šőčő ťăłšă, ůšő ąěśłőŋěůŋżě šőůłĺ ŕěřěţőď£š ć ąěśłőŋěůŋżě, śńěďşěš ńĺŋěľŋőśšĳ.

Ćňěśšő (1) ňőęŋő ŕőšřěąőćăšĳ őďŋőřőďŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ćřěňěŋĺ, ůšő őğŋăůăěš, ůšő ŕřőňěęşšłş ćřěňěŋĺ ´t ć śĺśšěňě K śőőšćěšśšćşěš őŕřěďěńěŋŋżľ ŕřőňěęşšőł ´t^′ ć śĺśšěňě K^′ ĺ śďćĺč ´x^′ ŋě ğăćĺśĺš őš x ĺ t.

Ćżćěďěň šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ć śńşůăě őďŋőľ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőľ łőőřďĺŋăšż x.

Ć śĺńş ńĺŋěľŋőśšĺ ( x^′ t^′ ) = A(v) ( x t ) : Śńěďśšćĺěň ¡šĺţ ťőřňşń £ćń£ěšś£ ŕřĺŋűĺŕ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ:

řăćŋőňěřŋőě ďćĺęěŋĺě ć śĺśšěňě K őśšăěšś£ šăłőćżň ĺ ć śĺśšěňě K^′. İšő ŋě şďĺćĺšěńĳŋő, ĺąő ňż şęě šřěąőćăńĺ ćżŕőńŋěŋĺ£ ¡šőčő ŕřĺŋűĺŕă, łőčďă śłăğăńĺ, ůšő őďĺŋăłőćżě ŕřőňěęşšłĺ ćřěňěŋĺ ĺ őďĺŋăłőćżě ňăśÿšăąż ć řăğŋżě ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ ĺ řăğŋżţ šőůłăţ ŕřőśšřăŋśšćă ć śĺśšěňě K őśšă¿šś£ šăłőćżňĺ ĺ ć śĺśšěňě K^′.

Ěśńĺ ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż śćěšőćőľ łőŋşś ŕěřěţőďĺń ć śěą£ (š. ě. (ct)^2 − x^2 = 0 ⇒ (ct^′)^2 − (x^′)^2 = 0), šő ś şůěšőň ńĺŋěľŋőśšĺ ŕőńşůĺň (ct^′)^2 − (x^′)^2 = –(v)[(ct)^2 − x^2];

łřőňě šőčő, –(v)–(−v) = 1. Śďěńăć őšřăęěŋĺě x → −x, v → −v, ŕőńşůăěň –(v) = –(−v), śńěďőćăšěńĳŋő, –(v) = 1. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě łőőřďĺŋăš ĺňěěš śńěďş¿źĺľ ćĺď:

x^′ = ch ¸ · x + sh ¸ · ct; t^′ = sh^α_c · x + ch ¸ · t:

Ğăďăůă. Ŕřőďěńăľšě ¡šĺ ćżůĺśńěŋĺ£. Ŕőďśšăćĺň x = 0:

x^′ = th ¸ · ct^′ = vt^′:

10 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

Ŕő¡šőňş th ¸ = v=c. Ĺšăł,

x^′ =^x +^{v1t} √ 1 − v^2_1 /c^2

; t^′ =^t +^{v1x/c2} √ 1 − v^2_1 /c^2 : Ĺńĺ ŋăőąőřőš: x =^{x′ − v1t′} √ 1 − v^2_1 /c^2 ; t =^{t′ − v1x′/c2} √ 1 − v^2_1/c^2 : Ŋăľďěň śłőřőśšĳ ďćĺęěŋĺ£ śĺśšěňż K^{′′} őšŋőśĺšěńĳŋő K, ěśńĺ K^{′′} ďćĺęěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋő K^′ śő śłőřőśšĳ¿ v_2, ŕřőćěřĺć ğăőďŋő čřşŕŕőćőľ ğăłőŋ:

x^{′′} =^{x′} +^{v2t′} √ 1 − v^2 /c^2

; t^{′′} =^{t′} +^{v2x′/c2} √ 1 − v^2/c^2

x^{′′} =^x + (^{v2} +^{v1})^t +^{v2v1x/c2} √ 1 − v^2 /c^2 √ 1 − v^2_1 /c^2 : İšő ğŋăůĺš, ůšő v_{12} =^{v1} +^{v2}

1 + v_1v_2/c^2 :

Ĺšăł, ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łőőřďĺŋăš ŕřĺ ŕěřěţőďě ĺğ őďŋőľ śĺśšěňż őšśůěšă ć ďřşčş¿ őąřăğş¿š čřşŕŕş | čřşŕŕş Ńőřěŋűă.

Ŕřĺŋűĺŕ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ İľŋÿšěľŋă şšćěřęďăěš, ůšő ğăłőŋż ŕřĺřőďż ĺŋćăřĺăŋšŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Ńőřěŋ- űă. Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ^v_c ≪ 1 ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńőřěŋűă śőćŕăďă¿š ś ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ Čăńĺńě£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő o(v=c) (ąěśłőŋěůŋő ňăńżţ ŕőř£ďłă (v=c)^2).

[Ńěłűĺ£ 2]

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăśÿšăąőć ĺ ğăňěďńěŋĺě ůăśőć

Śőłřăźěŋĺě ňăśÿšăąă. Ŕşśšĳ ŋěŕőďćĺęŋżľ śšěřęěŋĳ ďńĺŋż L, łőőřďĺŋăšż łőŋűőć łőšőřőčő x_1 = 0 ĺ x_2 = L, ŕőłőĺšś£

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ 11

ć śĺśšěňě K, ďćĺęşźěľś£ śő śłőřőśšĳ¿ v őšŋőśĺšěńĳŋő śĺśšěňż K^′. Ŋăľďěň łőőřďĺŋăšż x^′_1 ĺ x^′_2 ěčő łőŋűőć ć śĺśšěňě K^′ ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t^′. Ŕőśńěďŋ££ ťřăğă, ŕő śşźěśšćş, £ćń£ěšś£ őŕřěďěńěŋĺěň: ďńĺŋă śšěřęŋ£ ć śĺśšěňě K^′ | ¡šő řăğŋőśšĳ łőőřďĺŋăš ěčő łőŋűőć ć ŋěłőšőřżľ ěďĺŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ. İšő őğŋăůăěš, ůšő śőążšĺ£ ĺğňěřěŋĺľ łőőřďĺŋăš łőŋűőć śšěřęŋ£ ć śĺśšěňě K^′ £ćń£¿šś£ őďŋőćřěňěŋŋżňĺ. Ŋő ¡šĺ śőążšĺ£ ć śĺśšěňě K şęě ŋě őďŋőćřěňěŋŋż (śň. řĺś. 1).

Řĺś. 1.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ A ĺ B śőążšĺ£ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x_A; t_A) = = (0; 0) ĺ (x_B; t_B) = (L; 0) ć śĺśšěňě K, ă ůěřěğ C | śőążšĺě, ğăďăćăěňőě ŕőńőęěŋĺěň ŋăůăńă śšěřęŋ£ ć śĺśšěňě K^′ ć ňőňěŋš

12 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

ćřěňěŋĺ t^′_C = t^′_B = t^′. Ĺğ ťőřňşń ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ ŕőńşůăěň:

x^′_B =^{xB} +^{vtB} √ 1 − v^2/c^2

=^L √ 1 − v^2/c^2 ; t^′_B =^{tB} +^{vxB /c2} √ 1 − v^2/c^2 =^{vL/c2} √ 1 − v^2/c^2

= t^′_C = t^′;

t^′_C =^{tC} +^{vxC /c2} √ 1 − v^2/c^2

; t_C = t^′_C √ 1 − v^2=c^2 = vL=c^2:

Śńěďőćăšěńĳŋő

x^′_C =^{xC} +^{vtC} √ 1 − v^2/c^2 =^{Lv2/c2} √ 1 − v^2/c^2 ; ĺ L^′ = x^′_2 − x^′_1 = x^′_B − x^′_C =

=^L √ 1 − v^2/c^2 − Lv^2/c^2 √ 1 − v^2/c^2 = L √ 1 − v^2=c^2:

İšőš ęě řěğşńĳšăš ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺ ďřşčĺň śŕőśőąőň.

Řĺś. 2.

Řăśśňőšřĺň ¡łśŕěřĺňěŋš Ňăľłěńĳśőŋă ć śĺśšěňě őšśůěšă K, ďćĺęşźěľś£ ŕăřăńńěńĳŋő őďŋőľ ĺğ őśěľ x^′ śĺśšěňż őšśůěšă K^′. Ć ďćĺęşźěľś£ śĺśšěňě őšśůěšă K śćěš, ŕşźěŋŋżľ ć ďćşţ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ, ćőğćřăźăěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő, ĺąő

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ 13

řăśśšő£ŋĺ£ őďĺŋăłőćż ĺ řăćŋż 2L (śň. řĺś. 2), L_⊥ = L_‖ = L. Ŕřĺ ŋăąń¿ďěŋĺĺ ĺğ ŋěŕőďćĺęŋőľ śĺśšěňż K^′ { t^′_1c = L_‖ + vt^′_1 (śćěš ąěęĺš ćŕřăćő) t^′_2c = L_‖ − vt^′_2 (śćěš ąěęĺš ćńěćő) ćřěň£ ć ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőň ł ďćĺęěŋĺ¿ ŋăŕřăćńěŋĺĺ

t^′_3 = 2^{L⊥} √ c^2 − v^2 : Ďń£ ďćĺęěŋĺ£ ć ŕřőďőńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ (śň. řĺś. 3) L^2_⊥ +v^2t^′_3^2 = = c^2t^′_3^2, t^′_3 =^{L⊥}√_{c2 − v2} . Ĺğ řăćěŋśšćă 2t^′_3 = t^′_1 + t^′_2 śńěďşěš, ůšő

Řĺś. 3.

L_‖ = L_⊥ √ 1 −^{v2}_{c2} . Ćřěň£ ć ŕřőďőńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ

t^′_1 + t^′_2 =^{L‖}_c +_v +^{L‖}_{c − v} :

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő^{L‖}_{L⊥} = √ c^2 − v^2

c . Ŋő ŕőŕěřěůŋżľ ňăśÿšăą ňěŋ£šĳś£ ŋě ňőęěš, ĺąő ¡šő ŕřőšĺćőřěůĺš ŕřĺŋűĺŕş őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ćőğĳňěň ďćă őďĺŋăłőćżţ ŕőŕěřěůŋżţ łőńĳűă, śąńĺęă¿źĺţś£ śő śłőřőśšĳ¿ v. Ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, ďćĺęşźěěś£ łőńĳűő śęĺňăěšś£, šő őŋő ďőńęŋő ŕřőľšĺ ćŋşšřĺ ŕőłő£źěčőś£. Ă ŋăąń¿ďăšěńĳ, ść£ğăŋŋżľ ś ŋĺň, şćĺďĺš, ůšő ďřşčőě łőńĳűő ŕřőľďěš ćŋşšřĺ. Ăąśşřď. Ğŋăůĺš, L_⊥ = L ĺ L_‖ = L √ 1 − v^2=c^2.

Řăśš£ęěŋĺě ćřěňěŋĺ. Ćőğĳňěň ć ďćĺęşźěľś£ śĺśšěňě K ďćă śőążšĺ£ (0; 0) ĺ (0; t_C = fi) (śň. řĺś. 4). Ŋăľďěň t^′_C ĺ fi^′ = = t^′_C − t^′_A. (Ć ŕřőśšřăŋśšćě (x; t) ĺ (x^′; t^′) ňěšřĺłă ŋě ěćłńĺďőćă,

14 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

ŕő¡šőňş ŋěłőšőřżě ÀłăšěšżÁ ďńĺŋŋěě ÀčĺŕőšěŋşğżÁ; x_1 ĺ x_2 őďŋőćřěňěŋŋż ć K, ŋő ŋě őďŋőćřěňěŋŋż ć K^′.) Ŕőńşůăěň

fi^′ =^τ√

1 − v^2/c^2 :

ă ą Řĺś. 4.

Şďńĺŋěŋĺě ćřěňěŋĺ ŕő£śŋ£ěš ňżśńěŋŋżľ ¡łśŕěřĺňěŋš ś ůăśăňĺ Ťěľŋňăŋă. Ůăśż őąřăğőćăŋż ďćşň£ ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ğěřłăńăňĺ, ňěęďş łőšőřżňĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő ąěčăěš ńşů śćěšă, łőšőřżľ ĺğďăěš ÀšĺłÁ, ŕřĺţőď£ ł ğěřłăńş. Ŕşśšĳ ůăśż Ťěľŋňăŋă ďćĺęşšś£ śő śłőřőśšĳ¿ v ŕăřăńńěńĳŋő ğěřłăńăň. Śłőřőśšĳ śćěšă ďń£ ŕőłő£źěčőś£ ŋăąń¿ďăšěń£ ĺ ďćĺęşźěčőś£ ćňěśšě ś ůăśăňĺ őďĺŋăłőćă, ă řăśśšő£ŋĺě ďń£ ŕőłő£źěčőś£ ŋăąń¿ďăšěń£ ć^c√_{c2 − u2} řăğ ąőńĳÿě. Ćő śšőńĳłő ęě řăğ ğăňěďń£¿šś£ ďćĺęşźĺěś£ ůăśż ďń£ ŋěŕőďćĺęŋőčő ŋăąń¿ďăšěń£, ĺąő ŕőŕěřěůŋă£ ďńĺŋă ŋě ňěŋ£ěšś£. Ń¿ążě ďřşčĺě ůăśż ąşďşš ĺďšĺ šăł ęě, ĺŋăůě ňőęŋő ążńő ąż ćŋşšřĺ łőřăąń£ ĺğňěřĺšĳ ěčő śłőřőśšĳ, ůšő ŋăřşÿăěš ŕřĺŋűĺŕ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ.

Ŋăřşÿěŋĺě őďŋőćřěňěŋŋőśšĺ. Ŕşśšĳ śĺśšěňă őšśůěšă K ďćĺęěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋő śĺśšěňż K^′ śő śłőřőśšĳ¿ v. Ŕşśšĳ ć šőů-

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ 15

łăţ X_1 ĺ X_2 ŕřőĺśţőď£š őďŋőćřěňěŋŋżě śőążšĺ£ | ŕřĺţőď śĺčŋăńőć, ćżŕşźěŋŋżţ ĺğ śěřěďĺŋż őšřěğłă. Łăł őšńĺůă¿šś£ ćřěňěŋă ¡šĺţ śőążšĺľ ć śĺśšěňě K^′ (śň. řĺś. 4, ą)?

ct^′_1 + vt^′_1 =^{x2 − x1}2 · √ 1 − v^2=c^2; ct^′_2 − vt^′_2 =^{x2 − x1}2 · √ 1 − v^2=c^2:

Őšś¿ďă t^′_2 − t^′_1 = (^{x2 − x1})^{v/c2} √ 1 − v^2/c^2 : Śőąěřěň šěŕěřĳ ćśě ¡šĺ ťăłšż ćňěśšě. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőďőńĳŋőľ łőőřďĺŋăšż

x^′ = x · √ 1 − v^2=c^2 + vt^′:

İšă ťőřňşńă őğŋăůăěš, ůšő ŋăůăńő łőőřďĺŋăš śĺśšěňż K ďćĺęěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋő K^′ śő śłőřőśšĳ¿ u, ă ňăśÿšăą śęăš.

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ćřěňěŋĺ

t^′ =^{vx/c2} √ 1 − v^2/c^2

+^t √ 1 − v^2/c^2 : Ğďěśĳ ŕěřćżľ ůńěŋ | śďćĺč ćřěňěŋĺ ŋă ďćĺęşźĺţś£ ůăśăţ, ă ćšőřőľ | řăśš£ęěŋĺě ćřěňěŋĺ.

Ŕőďśšăćń££ t^′ ĺğ B ć A, ŕőńşůăěň:

x^′ =^x +^{vt} √ 1 − v^2/c^2 ; t^′ =^t +^{vx/c2} √ 1 − v^2/c^2 : Ŕřěőąřăğőćăŋĺě śłőřőśšĺ. Ŋăŕĺÿěň ťőřňşńż ďń£ ďĺťťěřěŋűĺăńőć łőőřďĺŋăš.

dx^′ =^{dx} +^{v dt} √ 1 − v^2/c^2

; dy^′ = dy; dz^′ = dz;

dt^′ =^{dt} +^{v dx/c2} √ 1 − v^2/c^2 :

16 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

Ŕőńşůăěň:

v^′_x =^{vx} +^v

1 + v_xv/c^2 ; v ′ y =^{vy} √ 1 − v^2/c^2 1 + v_xv/c^2 ; v ′ z =^{vz} √ 1 − v^2/c^2 1 + v_xv/c^2 :

Ďřşčőľ ćżćőď ťőřňşń ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śłőřőśšěľ ążń ŕřĺćěďěŋ ćňěśšě ś ćżćőďőň ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Ńőřěŋűă.

Ŕřőśšřăŋśšćő Ňĺŋłőćśłőčő

Ŕőńőęĺň x_0 = ct. Ŕřőśšřăŋśšćő Ňĺŋłőćśłőčő | ¡šő ŕśěćďőěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő (x_0; x_1; x_2; x_3) ś ňěšřĺłőľ l^2 = x^2_0 − x^2_1 − − x^2 − x^2_3. Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ďćşň£ šőůłăňĺ ć šăłőľ ňěšřĺłě ŋăğżćă¿š ĺŋšěřćăńőň. Čřşŕŕă Ńőřěŋűă | ¡šő čřşŕŕă ďćĺęěŋĺľ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Šőůłă ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă (ňĺřőćă£ šőůłă) | śőążšĺě. Ňĺřőćă£ ńĺŋĺ£ | šřăěłšőřĺ£ ůăśšĺűż.

Ĺŋšěřćăńż ŋă śćěšőćőň łőŋşśě (l^2 = 0) ŋăğżćă¿š śćěšőćżňĺ, ćŋşšřĺ łőŋşśă (l^2 > 0) | ćřěňěŋĺŕőďőąŋżňĺ, ćŋě łőŋşśă (l^2 < < 0) | ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőŕőďőąŋżňĺ. Ďń£ ń¿ąőčő ćřěňěŋĺŕőďőąŋőčő ĺŋšěřćăńă ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺŋěřűĺăńĳŋş¿ śĺśšěňş őšśůěšă šăł, ůšő ¡šĺ śőążšĺ£ őłăğżćă¿šś£ ć őďŋőň ňěśšě, ŋő ć řăğŋőě ćřěň£. Ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőŕőďőąŋżě ĺŋšěřćăńż ğăňěŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć őďŋőćřěňěŋŋżě, ŋő ć řăğŋőň ňěśšě.

[Ńěłűĺ£ 3]

Ŕřĺŋűĺŕ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ İľŋÿšěľŋă şšćěřęďăěš, ůšő ğăłőŋż ŕřĺřőďż ĺŋćăřĺăŋšŋż ŕřĺ ŕěřěţőďě ĺğ őďŋőľ ĺŋěřűĺăńĳŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ć ďřşčş¿, ŕřĺ ¡šőň łőőřďĺŋăšż ŕřěőąřăğş- ¿šś£ śőčńăśŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň Ńőřěŋűă.

İšőš ŕřĺŋűĺŕ ćśě ćřěň£ ŕřőćěř£ěšś£ | ćśě ćŋőćĳ őšłřżćăěňżě ğăłőŋż ťĺğĺłĺ ďőńęŋż şďőćńěšćőř£šĳ ŕřĺŋűĺŕş őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ İľŋÿšěľŋă; ěśńĺ ąşďěš őšłřżš ğăłőŋ, ŋě şďőćńěšćőř£- ¿źĺľ ŕřĺŋűĺŕş İľŋÿšěľŋă, ŕřĺŋűĺŕ ŕřĺďěšś£ ŕěřěśňőšřěšĳ.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ¡šőš ŕřĺŋűĺŕ ĺčřăěš ¡ćřĺśšĺůěśłş¿ řőńĳ, őčřăŋĺůĺćă£ ťőřňş şřăćŋěŋĺľ ďćĺęěŋĺ£.

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ 17

Śřăćŋĺň ďćě śšřşłšşřż ŕřőśšřăŋśšćă-ćřěňěŋĺ | čăńĺńěěćśłş¿ ĺ řěń£šĺćĺśšśłş¿. Ć łăęďőľ ĺğ ŋĺţ śőążšĺ£ ŕăřăňěšřĺğş¿šś£ šőůłăňĺ ůěšżřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕăřăńńěńĳŋżě ŕěřěŋőśż łőšőřőčő őąřăğş¿š R^4 .

Ć čăńĺńěěćśłőľ śšřşłšşřě őŕřěďěńěŋő ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě t: R^4 → R | ćřěň£. Ěśńĺ śőążšĺ£ őďŋőćřěňěŋŋż (t(b) − t(a) = 0), šő ňěęďş ŋĺňĺ őŕřěďěńěŋő ěćłńĺďőćő řăśśšő£ŋĺě, š. ě. ňŋőęěśšćő őďŋőćřěňěŋŋżţ śőążšĺľ őąřăğş¿š R^3 . Ĺ ćřěňěŋŋ«őě, ĺ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőě řăśśšő£ŋĺ£ śőţřăŋ£¿šś£ ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ Čăńĺńě£.

Ć řěń£šĺćĺśšśłőň śńşůăě ňěęďş łăęďżňĺ ďćşň£ śőążšĺ£ňĺ a ĺ b őŕřěďěńěŋ ĺŋšěřćăń (a^0 −b^0)^2 −(a^1 −b^1)^2 −(a^2 −b^2)^2 −(a^3 −b^3)^2. Čřşŕŕă Ŕşăŋłăřě śőśšőĺš ĺğ ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, śőţřăŋ£¿źĺţ ¡šőš ĺŋšěřćăń.

Ăąěřřăűĺ£

Ćżŕĺÿěň ěźě řăğ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńőřěŋűă ć śńşůăě, ěśńĺ ćšőřă£ śĺśšěňă őšśůěšă ďćĺęěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřćőľ śő śłőřőśšĳ¿ u ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ őśĺ x.

x^′ =^{x − ut} √ 1 − u^2/c^2

; y^′ = y; z^′ = z; t^′ =^{t − ux/c2} √ 1 − u^2/c^2 : Ťőřňşńż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śłőřőśšěľ:

v^′_x =^{vx} +^u

1 + v_xu/c^2 ; v ′ y =^{vy} √ 1 − u^2/c^2 1 + v_xu/c^2 ; v ′ z =^{vz} √ 1 − u^2/c^2 1 + v_xu/c^2 :

Ŕşśšĳ v_z = v^′_z = 0, v_x = v · cos ^ ĺ v_y = v · sin ^. Šőčďă

tg ^^′ =^{v′y}_{v′x} =^v √ 1 − u^2/c^2 · sin^ v · cos ^ + u :

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ v = c, šő

tg ^^′ = √ 1 − u^2/c^2 · sin^ cos ^ + u/c ; ĺńĺ sin ^^′ =^{v′y}_c = √ 1 − u^2/c^2 · sin^ 1 + cos ^ · u/c :

18 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

Řĺś. 5.

Ŕşśšĳ u=c ≪ 1. Šőčďă

sin ^^′ = √ 1 − u^2/c^2 · sin^ 1 + cos ^ · u/c ≈ sin ^ · (1 − u

2=2c^2) ×

× (1 − cos ^ · u=c) ≈ sin^ ( 1 −^u_c · cos ^ −^{u2}_{c2} ) : Ěśńĺ ^^′; ^ ≪ 1, šő

sin ^^′ sin ^ = 2 sin ^^{′ −} ^2 cos ^^′ + ^2 ≈ ^^′ − ^; ĺ ^ − ^^′ = −^u_c sin ^ −^{u2}2_{c2} · tg ^:

Ğďěśĳ ^ | şčőń, ŋăŕřĺňěř, ŋă ğěňńě, ă ^^′ | şčőń őšŋőśĺšěńĳŋő śőńŋűă.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, śőţřăŋ£- ¿źĺţ ťőřňş t^2 − x^2 − y^2 − z^2, śőśšőĺš ĺğ ůěšżřěţ ść£ğŋżţ łőňŕőŋěŋš, ă ĺňěŋŋő:

1) Ść£ğŋă£ łőňŕőŋěŋšă ěďĺŋĺűż.

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ 19

2) Ść£ğŋă£ łőňŕőŋěŋšă ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőčő őšřăęěŋĺ£ P :

x^i → −x^i, x^0 → x^0 (ńăšĺŋśłĺňĺ ąşłćăňĺ őąőğŋăůă¿šś£ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżě łőőřďĺŋăšż 1, 2, 3, ă čřěůěśłĺňĺ ąşłćăňĺ | ćśě łőőřďĺŋăšż).

3) Ść£ğŋă£ łőňŕőŋěŋšă őąřăźěŋĺ£ ćřěňěŋĺ T : x^i → x^i, x^0 → → −x^0.

4) Ść£ğŋă£ łőňŕőŋěŋšă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ P T .

Ğăďăůă. Łăęďőňş ćěłšőřş x^— ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ¡řňĺšőćş ňăšřĺűş řăğňěřă 2 × 2:

^x = ( x_0 + x_3 x_1 + ix_2 x_1 − ix_2 x_0 − x_3 ) = x^01 + x^iff^i:

Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ śĺśšěňż őšśůěšă ¡šă ňăšřĺűă ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő ŕřăćĺńş ^x^′ = U^+^xU, čďě U ∈ SL(2; C ). Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůăěň ďń£ łăęďőčő śőąśšćěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńőřěŋűă (ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ĺğ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšż ěďĺŋĺűż) ¡ńěňěŋš U ∈ SL(2; C ), ĺ, šěň śăňżň, ďćşňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕż Ńőřěŋűă → U , čďě =

( _1 2 ) | ďćşţłőňŕőŋěŋšŋżľ śŕĺŋőř Ćěľń£.

Ğăďăůă. Řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě (şřăćŋěŋĺě Ćěľń£) (@_0 +ff^i@_i) = 0. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šő şřăćŋěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő śőąśšćěŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Ńőřěŋ- űă. Ŕőśłőńĳłş ťĺğĺłĺ ďőńčő śůĺšăńĺ, ůšő ć ŕřĺřőďě ĺňěěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőńŋőľ čřşŕŕż Ńőřěŋűă, ćłń¿ůă¿źěľ őšřăęěŋĺ£, šő ćňěśšő ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ řăśśňăšřĺćăńĺśĳ ďřşčĺě şřăćŋěŋĺ£ (şřăćŋěŋĺ£ Ďĺřăłă): { (@_0 + ff^i@_i) = m ; (@_0 − ff^i@_i) = m :

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő şřăćŋěŋĺ£ Ďĺřăłă ĺŋćăřĺăŋšŋż őšŋőśĺšěńĳŋő P (P = ). Ťĺğĺůěśłĺľ śňżśń m | ňăśśă, ĺ ¡šĺ şřăćŋěŋĺ£ őŕĺśżćă¿š ¡ńěłšřőŋż.

20 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

Őšśšşŕńěŋĺě. Ć 1956 čőďş ążńő őšłřżšő, ůšő ğěřłăńĳŋă£ śĺňňěšřĺ£ P ŋăřşÿăěšś£ ŕřĺ śńăąőň ćğăĺňőďěľśšćĺĺ. Šőčďă Ńăŋďăş ŕřěďŕőńőęĺń (ĺ ¡šő ŕőďšćěřďĺńőśĳ), ůšő ŋěľšřĺŋő (ş łőšőřőčő m = 0) őŕĺśżćăěšś£ şřăćŋěŋĺěň Ćěľń£, ă ć ğěřłăńě ňż ćĺďĺň ăŋšĺŋěľšřĺŋő. Ŋěľšřĺŋő şďőćńěšćőř£ěš CP -śĺňňěšřĺĺ, čďě C | ğăňěŋă ůăśšĺűż ŋă ăŋšĺůăśšĺűş.

Ćňěśšő ŕř£ňőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śĺňňěšřĺľ řěăńĺğşěšś£ ĺţ łőňąĺŋăűĺ£.

İŋěřčĺ£ ĺ ĺňŕşńĳś řěń£šĺćĺśšśłőľ ůăśšĺűż

Ćăęŋş¿ řőńĳ ć ťĺğĺłě ĺčřă¿š ğăłőŋż śőţřăŋěŋĺ£. Ć łńăśśĺůěśłőľ ňěţăŋĺłě ůăśšĺűż őąńăďă¿š ĺňŕşńĳśőň ~p = m~v ĺ ¡ŋěřčĺěľ E =^{m⃗v 2}2 . Őůěćĺďŋő, őŋĺ śőţřăŋ£¿šś£ ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ őďŋőľ ůăśšĺűż. Ąőńěě šőčő, śşňňă šăłĺţ ćěńĺůĺŋ śőţřăŋ£ěšś£ ĺ ŕřĺ śšőńłŋőćěŋĺ£ţ. Šăłĺě ćěńĺůĺŋż ŋăğżćă¿š ĺŋšěčřăńăňĺ ďćĺęěŋĺ£.

Őďŋăłő ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ Ńőřěŋűă ¡šĺ ćěńĺůĺŋż ŋě ŕřěőąřăğş¿šś£ šăł, łăł ďőńęŋż ŕřěőąřăğőćżćăšĳś£. Ŕő¡šőňş őŋĺ ŋě ňőčşš ążšĳ ĺŋšěčřăńăňĺ ďćĺęěŋĺ£.

Ŕőśšşńĺřşěň (ŕőłă), ůšő ĺ ć řěń£šĺćĺśšśłőň śńşůăě ůăśšĺűă őąńăďăěš ůěšżřĳň£ ŕěřćżňĺ ĺŋšěčřăńăňĺ, ŕřĺůěň E | śłăń£ř őšŋőśĺšěńĳŋő ćřăźěŋĺľ, ă ~p | ćěłšőř ŕřĺ ćřăźěŋĺ£ţ.

Ĺňŕşńĳś ďőńęěŋ ążšĳ ćěłšőřőň, őďĺŋăłőćżň ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ śő śłőřőśšĳ¿, ă ćěńĺůĺŋă ěčő ďőńęŋă ğăćĺśěšĳ šőńĳłő őš ćěńĺůĺŋż śłőřőśšĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ~p = m(v^2)~v, čďě m | ŋěłőšőřă£ ťşŋłűĺ£. Ăŋăńőčĺůŋő E = E(v^2).

Ŕřőćěďěň śńěďş¿źĺľ ňżśńěŋŋżľ ¡łśŕěřĺňěŋš. Ŋăąń¿ďăšěńĺ K ĺ K^′, řăśŕőńőęěŋŋżě ć ŕńőśłőśšĺ 0xy, ďćĺęşšś£ ďřşč őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčă ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ śłőřőśšĳ¿ v ŕő őśĺ x. Őŋĺ ąřőśă¿š ćďőńĳ łőőřďĺŋăšż y őďĺŋăłőćżě ÿăřż ś őďĺŋăłőćőľ ŕő ćěńĺůĺŋě śłőřőśšĳ¿ u šăł, ůšőąż ŕřőĺğőÿńő ńőąőćőě śšőńłŋőćěŋĺě ¡šĺţ ÿăřőć.

Řăśśňőšřĺň śłőřőśšĺ ÿăřőć ć śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, ć łőšőřőľ K ŕőłőĺšś£. Ďő śšőńłŋőćěŋĺ£: v^A_x = 0, v^B_x = v, v^A_y = u,

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ 21

v^B_y = −u √ 1 − v^2=c^2. Ŕőśńě şďăřă: ~v^A_x = 0, ~v^B_x = v, ~v^A_y = −u^′, ~v^B_y = u^′ √ 1 − v^2=c^2. Šăł łăł ďőńęŋő ążšĳ p^A_x + p^B_x = ~p^A_x + ~p^B_x , ĺňěěň

v · m ( v^2 + u^2 −^{u2v2}_{c2} ) = v · m ( v^2 + (u^′)^2 − (^{u′})^{2v2}_{c2} ) ; ŕő¡šőňş, ěśńĺ m ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋă, u = u^′ ĺńĺ u = −u^′. Šăłęě ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ řăćěŋśšćő p^A_y + p^B_y = ~p^A_y + ~p^B_y . İšő ğŋăůĺš, ůšő m(u^2) − √ 1 − v^2=c^2 · m ( v^2 + (u^′)^2 − (^{u′})^{2v2}_{c2} ) = 0:

Ŕőďśšăćĺć u = 0, ŕőńşůăěň

m(v^2) =^m(0) √ 1 − v^2/c^2 : Ćěńĺůĺŋă m(0) = m ŋăğżćăěšś£ ňăśśőľ ŕőłő£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺňŕşńĳś řăćěŋ ~p =^{m⃗v} √ 1 − v^2/c^2 : Ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ĺňŕşńĳś ŕřěőąřăğşěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

p^′_x = m v + u 1 + vu/c^2 √ 1 − (v/c + u/c)^2 (1 + uv/c^2)^2

=^{mv} +^{mu} √ 1 − v^2/c^2 √ 1 − u^2/c^2 =^{px} +^{uE/c2} √ 1 − u^2/c^2 ;

čďě E =^{mc2} √ 1 − v^2/c^2

; E^′ =^E +^{up} √ 1 − u^2/c^2 : Šăłĺň őąřăğőň, (E; ~p ) | 4-ćěłšőř. Ŕřĺ ňăńżţ v

E ≈ mc^2 +^{mv2}2 :

22 Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

Ğăňěšĺň, ůšő E^2 − ~p^2c^2 = m^2c^4, x^0 = ct, x^1 = x, x^2 = y, x^3 = z. Ĺŋšěřćăń: (´l)^2 = (´x^0)^2 − (´x^1)^2 − (´x^2)^2 − (´x^3)^2.

Ŕşśšĳ g_— = 1 0 −1 −1 0 −1 , šőčďă (´l)^2 = g_—´x^—´x.

Ťĺğĺłĺ ĺśŕőńĳğş¿š ğăŕĺśĳ (£ğżł, ŕřĺďşňăŋŋżľ İľŋÿšěľŋőň), śőčńăśŋő łőšőřőľ ŕő ŕőćšőř£¿źĺňś£ ĺŋďěłśăň ŕřőĺśţőďĺš śşňňĺřőćăŋĺě. Łřőňě šőčő, őążůŋő čřěůěśłĺě ĺŋďěłśż ŕřĺŋĺňă- ¿š ğŋăůěŋĺ£ 0; 1; 2; 3, ă ńăšĺŋśłĺě | šőńĳłő 1; 2; 3.

Ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, śőţřăŋ£¿źĺě ĺŋšěřćăń (´l)^2, ŋăğżćă¿šś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ Ńőřěŋűă: x^— → ~x^— = a^— x (šăł ťĺğĺłĺ ğăŕĺśżćă¿š şňŋőęěŋĺě ćěłšőřă (x) ŋă ňăšřĺűş (a^— ), ğďěśĳ — | ŋőňěř śšřőłĺ, | ŋőňěř śšőńąűă).

Ăťťĺŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ x^— → ~x^— = a^— x + b^—, čďě (a^— ) ĺğ čřşŕŕż Ńőřěŋűă, ŋăğżćă¿šś£ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ Ŕşăŋłăřě.

Ćěłšőřőň ŋăğżćăěšś£ ń¿ąă£ ćěńĺůĺŋă, ĺňě¿źă£ 4 łőňŕőŋěŋšż łőőřďĺŋăšż, A^—, łőšőřă£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ć ďřşčş¿ śĺśšěňş łőőřďĺŋăš ŕřěőąřăğşěšś£ łăł ćěłšőř

A^— → ~A^— = a^— A:

Łőćěłšőřőň ŋăğżćăěšś£ B_—, ŕřěőąřăğş¿źă£ś£

~B_— → B_— = a_— ~B:

Łőćěłšőř | ¡šő, ŋă śăňőň ďěńě, ¡ńěňěŋš ďćőľśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ćěńĺůĺŋă, ŕřěőąřăğş¿źă£ś£ łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě łőőřďĺŋăš, A^— → ~A^— = a^—_1 a_1 A^{—11} , ŋăğżćăěšś£ 2-ćěłšőřőň ĺńĺ šěŋğőřőň šĺŕă (2; 0).

Ŕřĺňěř. Ňěšřĺłă g_— ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ łőőřďĺŋăš ňěŋ£- ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

~g_— ~x^—~x = ~g_—a^—_1 x^{—1} a_1 x^1 = (~g_—a^—_1 a_1 )x^{—1} x^1 = g_{—11} x^{—1} x^1 ;

Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă 23

śńěďőćăšěńĳŋő, g_{—11} = ~g_—a^—_1 a_1 , ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, g_— | 2-łőćěłšőř ĺńĺ šěŋğőř šĺŕă (0; 2).

Őąőğŋăůěŋĺě "_{—–ff} ğăłřěŕńěŋő ğă śšăŋďăřšŋżň ăŋšĺśĺňňěšřĺůěśłĺň šěŋğőřőň řăŋčă 4. Ăŋšĺśĺňňěšřĺůŋőśšĳ őğŋăůăěš, ůšő ěčő łőňŕőŋěŋšż ňěŋ£¿š ğŋăł ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ń¿ąőľ ŕăřż ĺŋďěłśőć, łřőňě šőčő, "_{0123} = 1. Řăŋčőň ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő ĺŋďěłśőć šěŋğőřă. Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ťőřňă őąžěňă řăćŋă dV = = 14!"_{—–ff} dx^— ∧ dx ∧ dx^– ∧ dx^ff. Ďşăńĳŋżň šěŋğőřőň ŋăğżćăěšś£ šěŋğőř, śćěřŋşšżľ ś "_{—–ff}.

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ F_— = −F_— | ăŋšĺśĺňňěšřĺůŋżľ šěŋğőř. Šőčďă (∗F ) ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ řăćěŋ: F^∗_— = 12"_{—–ff}F^{–ff}, čďě F^{–ff} =

= g^{–—}g^ff F_— ĺ (g^{–—}) = (g_— )^{−1}.

Ŕşśšĳ (x^—) ĺ (~x^—) | ńőłăńĳŋżě łőőřďĺŋăšż ć šőůłě ĺ ~x^— = = a^— x. Śłăń£řŋőě ŕőńě | ¡šő ťşŋłűĺ£ őš x, łőšőřă£ ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ łőőřďĺŋăš, ’(x) → ~’(~x) = ’(x). Ćěłšőřŋőě ŕőńě | ¡šő śěůěŋĺě łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ A^—(x) → ~A^—(~x) = = a^— A(x).

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ şřăćŋěŋĺ£ 1 c^2

∂^2φ ∂t^2 − ´’ = 0 ⇐⇒ g^{— ∂}_{∂xμ}^∂_{∂xν} ’ = 0

őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Ŕşăŋłăřě.

(ŃŃ2, Čń. 1, § 1 { 14, ś. 11 { 63.)

Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă

Śőśšő£ŋĺě łńăśśĺůěśłőľ śĺśšěňż, ĺğňěŋěŋĺě ěě ćő ćřěňěŋĺ

Ć ěćłńĺďőćőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ŕőńőęěŋĺě ůăśšĺűż ć śĺśšěňě őŕřěďěń£ěšś£ ďěłăřšőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ x^i_¸, čďě ¸ = 1; : : : ; N | ŋőňěřă ůăśšĺű. Šăłĺň őąřăğőň, 3N ćěńĺůĺŋ, ğăďă¿š ŕőńőęěŋĺě ůăśšĺű. Ć őąźěň śńşůăě őąőąźěŋŋżě łőőřďĺŋăšż | ¡šő ŋěłĺě ŕěřěňěŋŋżě q_i, ğăďă¿źĺě ŕőńőęěŋĺ£ ůăśšĺű ć śĺśšěňě. Ćśě ćőğňőęŋżě ŕőńőęěŋĺ£ ůăśšĺű ĺńĺ ğŋăůěŋĺľ q_i ć őąźěň śńşůăě őąřăğş¿š

24 Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă

łőŋťĺčşřăűĺőŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ğŋăůěŋĺ£ łőőřďĺŋăš ŋě őŕřěďěń£¿š śłőřőśšěľ ňěţăŋĺůěśłőľ śĺśšěňż ĺ ŋě ğăďă¿š ąşďşźěčő.

Śőśšő£ŋĺě ğăďăěšś£ ğŋăůěŋĺ£ňĺ łőőřďĺŋăš x^i_¸ ĺ ĺţ ŕřőĺğćőďŋżňĺ ŕő ćřěňěŋĺ ć ďăŋŋőľ šőůłě | śłőřőśš£ňĺ _x^i_¸. Ćśě ćőğňőęŋżě śőśšő£ŋĺ£ śĺśšěňż ĺńĺ ğŋăůěŋĺ£ (q_i; _q_i) őąřăğş¿š ťăğőćőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ěśńĺ śőśšő£ŋĺě ğăďăŋő, šő őŕřěďěń£ěšś£ ąşďşźěě ĺ ŕřőÿńőě śĺśšěňż ś ŕőňőźĳ¿ şřăćŋěŋĺľ ďćĺęěŋĺ£ (ŋăŕřĺňěř, şřăćŋěŋĺľ Ŋĳ¿šőŋă).

Ŕřĺňěřż:

1. m^{d2x}_{dt2} = 0 | şřăćŋěŋĺě śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż.

2. m^{d2x}_{dt2} = −kx | şřăćŋěŋĺě ÿăřĺłă ŋă ŕřşęĺŋě. Ńăčřăŋę ŕřĺďăń ¡šĺň şřăćŋěŋĺ£ň ć śńşůăě ŕőšěŋűĺăńĳŋżţ śĺń ťőřňş_d dt ∂L ∂ _q_i − ∂L ∂q_i = 0;

čďě L =^m _^{x2}2 ć ŕřĺňěřě 1 ĺ L =^m _^{x2}2 −^{kx2}2 ć ŕřĺňěřě 2, ŕřĺůěň kx^2 2 | ŕőšěŋűĺăńĳŋă£ ¡ŋěřčĺ£.

Šěńěőńőčĺůěśłĺľ ŕřĺŋűĺŕ

Ŕőůěňş ć őďŋőřőďŋőľ śřěďě śćěš řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ŕő ŕř£ňőľ? Ňőęŋő ďăšĳ śńěďş¿źĺľ őšćěš: ŕőšőňş ůšő ćřěň£, ğăšřăůĺćăěňőě ĺň ć ¡šőň śńşůăě, ňĺŋĺňăńĳŋő. İšő ŕőďšćěřęďăěšś£ šăłęě ŕřĺ ŕřěńőňńěŋĺĺ. Ć ¡šőň śńşůăě śćěš, ďőąĺćă£śĳ ňĺŋĺňĺğăűĺĺ śşňňăřŋőčő ćřěňěŋĺ, ŕřěďŕőůĺšăěš ŕřőľšĺ ąőńĳÿě ŕő šőňş şůăśšłş, čďě ěčő śłőřőśšĳ ćżÿě, ůšőąż ś¡łőŋőňĺšĳ šăň, čďě ěčő śłőřőśšĳ ňěŋĳÿě.

ÀĆśě ł ńşůÿěňş ć ¡šőň ńşůÿěň ĺğ ňĺřőćÁ | ŕřőćőğčńăÿăěš šěńěőńőčĺůěśłĺľ ŕřĺŋűĺŕ. Śćěš, ĺ ćőőąźě ń¿ąă£ śĺśšěňă, ĺďěš ŕő šăłőňş ŕşšĺ, ůšőąż śďěńăšĳ ÀŋěůšőÁ ŋăĺňěŋĳÿĺň. İšő ÀŋěůšőÁ ěśšĳ ďěľśšćĺě S, ťşŋłűĺőŋăń őš šřăěłšőřĺĺ

S^{řěăńĳŋőě} = min S:

Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă 25

Ć łńăśśĺůěśłőľ šěőřĺĺ ąşďşźěě śőśšő£ŋĺě őďŋőğŋăůŋő ŕřěďőŕřěďěńěŋő ŋăśšő£źĺň, ŕő¡šőňş ňż ŋě ňőęěň őďŋőćřěňěŋŋő ďőŕşśłăšĳ ¡šő ĺ ćěřĺšĳ ć šő, ůšő śşźěśšćşěš śćőąőďă ćőńĺ (őďĺŋ ĺğ ćăęŋěľÿĺţ ŕřĺŋűĺŕőć ţřĺśšĺăŋśšćă).

Ć łćăŋšőćőľ šěőřĺĺ ¡šőčő ŕřőšĺćőřěůĺ£ ŋěš. Őłăğżćăěšś£, ůšő śĺśšěňă ĺďěš śřăğş ŕő ňŋőčĺň šřăěłšőřĺ£ň. Ŕřĺ ¡šőň ăňŕńĺšşďă ćěřő£šŋőśšĺ šőčő, ůšő śĺśšěňă ŕěřěľďěš ĺğ šőůłĺ A ć šőůłş B řăćŋă ∫ e^{iS=}~, čďě ĺŋšěčřăń ąěřěšś£ ŕő ňŋőęěśšćş ćśěţ šřăěłšőřĺľ, śőěďĺŋ£¿źĺţ A ĺ B, ă S | ďěľśšćĺě ŋă ďăŋŋőľ šřăěłšőřĺĺ. Łńăśśĺůěśłĺě şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůă¿šś£, łőčďă ~ → 0. Ć řěğşńĳšăšě ĺŋšěřťěřěŋűĺĺ şśĺńĺćă¿šś£ šřăěłšőřĺĺ ćąńĺğĺ łńăśśĺůěśłőľ. Šěŕěřĳ ąşďşźěě ŋě őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŋăśšő£źĺň, ĺ ŕřőšĺćőřěůĺ£ ś ŕřĺŋűĺŕőň śćőąőďż ćőńĺ ŋěš.

Ćăřĺăűĺőŋŋőě ĺśůĺśńěŋĺě ĺ ŕřĺŋűĺŕ ŋăĺňěŋĳÿěčő ďěľśšćĺ£

Ćăřĺăűĺőŋŋőě ĺśůĺśńěŋĺě ğăŋĺňăěšś£ őšżśłăŋĺěň ¡łśšřěňşňőć ťşŋłűĺľ, őąńăśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ łőšőřżţ | ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (ŕřőśšřăŋśšćő łřĺćżţ). Šăłĺě ťşŋłűĺĺ ŋăğżćă¿š ťşŋłűĺőŋăńăňĺ.

Ĺśšőřĺůěśłĺ ŕěřćőľ śěřĳěğŋőľ ğăďăůěľ ćăřĺăűĺőŋŋőčő ĺśůĺśńěŋĺ£ ążńă ğăďăůă ő ńĺŋĺĺ ŋăĺśłőřěľÿěčő śŕşśłă: ŕő łăłőľ łřĺćőľ ć ŕőńě śĺńż š£ęěśšĺ, śőěďĺŋ£¿źěľ ďćě ďăŋŋżě šőůłĺ, ďőńęŋő ďćĺčăšĳś£ šěńő, ůšőąż ćřěň£ śŕşśłă ążńő ŋăĺňěŋĳÿĺň? Ŋăŕĺÿěň ťşŋłűĺőŋăń, ňĺŋĺňşň łőšőřőčő | ŋşęŋă£ łřĺćă£.

Ňăńěŋĳłĺľ łşśőůěł šřăěłšőřĺĺ ďńĺŋż √ dx^2 + dy^2 ŕřőţőďĺšś£ ğă ćřěň£ √ dx^2 + dy^2=v, čďě v | śłőřőśšĳ. Śłőřőśšĳ ňőęŋő ŋăľšĺ ĺğ ğăłőŋă śőţřăŋěŋĺ£ ¡ŋěřčĺĺ:^{mv2}2 + mgy = mgh. Ŕő¡šőňş v = = √ 2g(h − y). Ĺšăł, ŋăň ŋăďő ňĺŋĺňĺğĺřőćăšĳ ťşŋłűĺőŋăń T = x2∫

x1 √ 1 + (dy/dx)^2 h − y dx: Ďřşčă£ ğăďăůă ś ğăřăŋěě ĺğćěśšŋżň őšćěšőň: łřĺćă£ ŋăĺňěŋĳÿěľ ďńĺŋż, śőěďĺŋ£¿źă£ ďćě ďăŋŋżě šőůłĺ. Ďńĺŋă łřĺćőľ y =

26 Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă

= f(x) ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ ˘(f(x)) = ∫ √ 1 + (df=dx)^2 dx. Ťşŋłűĺőŋăń ňőęŋő ŕřěďśšăćń£šĳ łăł ťşŋłűĺ¿ őš ąěśłőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕěřěňěŋŋżţ: ş ťşŋłűĺĺ ˘(f_1; : : : ; f_n) şćěńĺůĺćăěšś£ ůĺśńő ăřčşňěŋšőć, ĺ ăřčşňěŋš f_i ŕőśšěŕěŋŋő ŕřěćřăźăěšś£ ć f(x).

Ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ šőńĳłő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżňĺ ťşŋłűĺőŋăńăňĺ, š. ě. šăłĺňĺ ťşŋłűĺőŋăńăňĺ ˘, ůšő ˘(f + h) − ˘(f) = = F (f; h) + R(f; h), čďě F (f; h) ğăćĺśĺš őš h ńĺŋěľŋő, ă R(f; h) = = O(h^2), š. ě. ĺğ |h| < " ĺ | | dh dx | | < " śńěďşěš, ůšő |R| < C"^2. Ťşŋłűĺőŋăń F ŋăğżćă¿š ďĺťťěřěŋűĺăńőň, ĺńĺ ŕěřćőľ ćăřĺăűĺěľ.

Ŕşśšĳ ďń£ ćśěţ ťşŋłűĺľ h(x) ˘(q(x) + "h(x)) ĺňěěš ňĺŋĺňşň ŕřĺ " = 0. İšő ğŋăůĺš, ůšő ŕěřćă£ ćăřĺăűĺ£ F (q; h) =^d˘(^q +^{εh})_{dε} řăćŋă ŋşń¿ ďń£ ćśěţ ťşŋłűĺľ h(x). Ć ¡šőň śńşůăě ťşŋłűĺ¿ q ŋăğżćă¿š ¡łśšřěňăńĳ¿ ťşŋłűĺőŋăńă ˘.

Ć ńăčřăŋęěćőľ ďĺŋăňĺłě ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő ťşŋłűĺőŋăńż ćĺďă

A(q(t)) = t1∫

t0 L(q(t); _q(t); t) dt;

čďě L | őążłŋőćěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ (ă ŋě ťşŋłűĺőŋăń) őš ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ. Šăłőľ ťşŋłűĺőŋăń £ćń£ěšś£ ďĺťťěřěŋűĺřşěňżň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

F (x; h) =^d_{dε} A(x(t) + "h(t)) = = t1∫

t0 d dε L(x(t) + "h(t); _x(t) + "_h(t)) dt =

= t1∫

t0 ( ∂L ∂x (x; _x) · h(t) +^{∂L}_∂ __x (x; _x) ·^d_{dt} h(t) ) dt =

= t1∫

t0 ( ∂L ∂x (x; _x) · h(t) +^d_{dt} ( ∂L ∂ _x (x; _x)h(t) ) − ( d dt ∂L ∂ _x ) _h(t) ) dt =

Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă 27

= t1∫

t0 ( ∂L ∂x − d dt ∂L ∂ _x ) · h(t)dt + ( ∂L ∂ _x (x; _x)h(t) ) | | | t1 t0 : Šěőřěňă. İłśšřěňăńĺ šăłőčő ťşŋłűĺőŋăńă ŕőďůĺŋ£¿šś£ şřăćŋěŋĺ¿ İľńěřă { Ńăčřăŋęă d dt ∂L ∂ _x − ∂L ∂x = 0:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł ňż őśšăćń£ěň ŋěŕőďćĺęŋżňĺ łőŋűż x(t), šő h(t_0) = 0 ĺ h(t_1) = 0. Ŕő¡šőňş ďń£ ćśěţ h ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ śńěďş¿źěě řăćěŋśšćő: t1∫

t0 ( ∂L ∂x − d dt ∂L ∂ _x ) h(t) dt = 0:

Ŋő ěśńĺ ŋě ćżŕőńŋěŋő şřăćŋěŋĺě İľńěřă { Ńăčřăŋęă, š. ě. ěśńĺ śşźěśšćşěš t_2 šăłőě, ůšő ( d dt ∂L ∂ _x − ∂L ∂x ) (t_2) ≠ 0;

ňż ňőęěň ćğ£šĳ ťşŋłűĺ¿ h, ŕőůšĺ ćěğďě řăćŋş¿ 0, ă ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ t_2 ŕřĺŋĺňă¿źş¿ őůěŋĳ ąőńĳÿĺě ğŋăůěŋĺ£. Ďń£ šăłőľ h ĺŋšěčřăń (1) ŋě ąşďěš řăćěŋ 0. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Şřăćŋěŋĺ£ Ńăčřăŋęă

Ćśě ¡šő ŋşęŋő ŋăň ŕőšőňş, ůšő šěŕěřĳ ňż ňőęěň ďőłăğăšĳ ŕřĺŋűĺŕ ŋăĺňěŋĳÿěčő ďěľśšćĺ£ ĺ ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ şřăćŋěŋĺ£ Ŋĳ¿šőŋă ć ćĺďě şřăćŋěŋĺľ İľńěřă { Ńăčřăŋęă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ Ŋĳ¿šőŋă ďń£ ŕőšěŋűĺăńĳŋżţ śĺń ĺňě¿š ćĺď d dt m _x^i_¸ = F^i_¸ = −^{∂U}_{∂xiα} :

Ććěďěň ťşŋłűĺ¿ L = T − U (ńăčřăŋęĺăŋ), čďě T = ∑ ¸ ∑ i m( _x^i_α)^2 2 :

28 Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă

(¸ | ŋőňěř ůăśšĺűż). İńěňěŋšăřŋő ŕřőćěř£ěšś£, ůšő şřăćŋěŋĺ£ Ŋĳ¿šőŋă ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě şřăćŋěŋĺľ İľńěřă { Ńăčřăŋęă. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šő şřăćŋěŋĺě ğăďăěš ¡łśšřěňăńĳ ťşŋłűĺőŋăńă ďěľśšćĺ£

A(x^i_¸(t); _x^i_¸(t)) = t1∫

t0 L(x^i_¸(t); _x^i_¸(t)) dt:

Ĺšăł, ŕřĺŋűĺŕ ŋăĺňěŋĳÿěčő ďěľśšćĺ£ ďőłăğăŋ. Ć şřăćŋěŋĺ£ţ ć ťőřňě İľńěřă { Ńăčřăŋęă ňőęŋő ďěńăšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżě ğăňěŋż łőőřďĺŋăš x^i_¸ → q_¸, ĺ őš ¡šőčő ćĺď ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ ŋě ĺğňěŋĺšś£. Ć śăňőň ďěńě, ¡łśšřěňăńĳŋőśšĳ šřăěłšőřĺĺ ŋě ğăćĺśĺš őš šőčő, ć łăłĺţ łőőřďĺŋăšăţ ňż řăąőšăěň. Şřăćŋěŋĺ£ Ŋĳ¿šőŋă ŋě őąńăďă¿š šăłĺň śćőľśšćőň. Ćěńĺůĺŋż q_¸ ŋăğżćă¿š őąőąźěŋŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ, ă ćěńĺůĺŋż _q_¸ | őąőąźěŋŋżňĺ śłőřőśš£ňĺ. Łőőřďĺŋăšż ĺ śłőřőśšĺ ğăďă¿š śőśšő£ŋĺě śĺśšěňż.

[Ńěłűĺ£ 4]

Ĺŋšěčřăńż ďćĺęěŋĺ£ ĺ śĺňňěšřĺĺ

Ŕřĺŋűĺŕ ŋăĺňěŋĳÿěčő ďěľśšćĺ£ ŕőğćőń£ěš ść£ğżćăšĳ ĺŋšěčřăńż ďćĺęěŋĺ£ ś śĺňňěšřĺ£ňĺ.

Ĺŋšěčřăńż ďćĺęěŋĺ£ | ¡šő ťşŋłűĺĺ śőśšő£ŋĺ£ I, śőţřăŋ£¿- źĺěś£ ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ, š. ě.^d_{dt} I(q; _q) = 0.

Ŕřĺňěřż ŕěřćżţ ĺŋšěčřăńőć:

1. Śćőąőďŋă£ ůăśšĺűă: m^{d2x}_{dt2} = 0. Ĺŋšěčřăńż: P = m _x, E =

=^m( _^x)^2 2 . 2. Ŕşśšĳ^∂_{∂t} L = 0. Řăśśňőšřĺň ćěńĺůĺŋş _q^{i ∂L}_∂ __{qi} (ğďěśĳ, łăł ĺ ćśěčďă, ŕőďřăğşňěćăěšś£ śşňňĺřőćăŋĺě ŕő ŕőćšőř£¿źĺňś£ ĺŋ-

Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă 29

ďěłśăň): d dt ( _q^{i ∂L}_∂ __{qi} ) =^{d2qi}_{dt2}^{∂L}_∂ __{qi} + _q^{i d}_{dt}^{∂L}_∂ __{qi} =

=^{d2qi}_{dt2}^{∂L}_∂ __{qi} + _q^i ·^{∂L}_{∂qi} =^d_{dt} L(q(t); _q(t)):

Śńěďőćăšěńĳŋő, d dt ( _q^{i ∂L}_∂ __{qi} − L ) = 0;

ĺ ňż ŕőńşůĺńĺ ŕěřćżľ ĺŋšěčřăń | ¡ŋěřčĺ¿

E = _q^{i ∂L}_∂ __{qi} − L = const :

Śĺňňěšřĺ£ňĺ ŋăğżćă¿š őďŋőŕăřăňěšřĺůěśłĺě čřşŕŕż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ łőŋťĺčşřăűĺőŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă q^i → f^i(q; "); f^i(q; 0) = q^i;

śőţřăŋ£¿źĺě ńăčřăŋęĺăŋ. Ć ŕřĺŋűĺŕě, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ĺ ąőńěě śńőęŋżě śĺňňěšřĺĺ.

Šěőřěňă (Ŋ-ěšěř). Łăęďőľ śĺňňěšřĺĺ śőőšćěšśšćşěš ŕěřćżľ ĺŋšěčřăń

I(q; _q) =^{∂L}_∂ __{qi} · h^i(q); čďě h^i(q) =^{∂f i}_{∂ε} |_{"=0}:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. d dt ( ∂L ∂ _q^i · h^i ) =^d_{dt} ( ∂L ∂ _q^i ) · h^i +^{∂L}_∂ __{qi} · _h^i =^{∂L}_{∂qi} · h^i +^{∂L}_∂ __{qi} · _h^i = =^{∂L}_{∂qi} ·^{∂f i}_{∂ε} +^{∂L}_∂ __{qi} ·^∂ _f i ∂ε | | | "=0 =^{dL}(^f(^{q, ε})^, _f(q, ε)) dε | | | "=0 = 0;

šăł łăł łăęďă£ śĺňňěšřĺ£ śőţřăŋ£ěš ńăčřăŋęĺăŋ.

Ŕşśšĳ ş ŋăś ěśšĳ ŋěśłőńĳłő šěń ĺ ĺţ ŕőšěŋűĺăńĳŋă£ ¡ŋěřčĺ£ u ğăćĺśĺš šőńĳłő őš řăğŋőśšěľ ~x_a − ~x_b. Šőčďă ŕřěőąřăğőćăŋĺě ~x_a → → ~x_a + ~" | śĺňňěšřĺ£, ă

p^k = ∑ a ∂L ∂ _x^k_a = ∑ a m_a _x^k_a;

30 Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă ĺňŕşńĳś (ŕěřćżľ ĺŋšěčřăń, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ¡šőľ śĺňňěšřĺĺ).

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő šěń ĺ U £ćń£ěšś£ ťşŋłűĺěľ őš řăśśšő£ŋĺľ |~x_a − ~x_b|. Šőčďă łřőňě ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć ěśšĳ ěźě őďĺŋ ŋăąőř śĺňňěšřĺľ | ŕőćőřőšż: x^i_a → x^i_a + !^k"^i_{kl}x^l_a:

İšőľ śĺňňěšřĺĺ śőőšćěšśšćşěš ĺŋšěčřăń ďćĺęěŋĺ£ M^k = ∑ a "^k_{il} ·^{∂L}_∂ __{xia} · x^l_a = "^k_{il} ∑ a p^i_a · x^l_a = [ ~p; ~x ]^k | ňőňěŋš łőńĺůěśšćă ďćĺęěŋĺ£. Ŕřĺňěřż śĺśšěň

Ŕřĺňěř 1. Śćőąőďŋă£ ŋěřěń£šĺćĺśšśłă£ ůăśšĺűă: L =^m( _^{xi})^22 :

Ŕřĺćěďěň ŋěłőšőřżě śĺňňěšřĺĺ ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ĺŋšěčřăńż ďćĺęěŋĺ£.

(ă) ŕăřăńńěńĳŋżě ŕěřěŋőśż ~x → ~x + ~", p^k = m _x^k = const. (ą) ŕőćőřőšż x^i → x^i + !^k"^{ikl}x^l, M = [ ~p; ~x ] = const. (ć) ŕěřěŋőś ćő ćřěňěŋĺ, E =^m( _^{xi})^22 = const.

Ŕřĺňěř 2. Řăśśňőšřĺň ďćě ůăśšĺűż ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ŕřĺůěň śĺńż ğăćĺś£š šőńĳłő őš řăśśšő£ŋĺ£: L =^{m1}( _^{x1})^22 +^{m2}( _^{x2})^22 − u(|~x_1 − ~x_2|):

Ććěďěň łőőřďĺŋăšż ~X =^{m1⃗x1} +^{m2⃗x2}

m_1 + m_2 ; ~x = ~x1

− ~x_2:

Ŕşśšĳ M = m_1 + m_2, ćěńĺůĺŋă m =^{m1m2}_{m1} +_{m2} ŋăğżćăěšś£ ŕřĺćěďěŋŋőľ ňăśśőľ. Ć śńşůăě m_1 ≪ m_2 M ≈ m_2, m ≈ m_1.

Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă 31

§śŋő, ůšő L =^M _X2 2 +^m _^{x2} 2 − U(|~x|) = L_1 + L_2, čďě L_1 =^M _X2 2 , L_2 =^m _^{x2}2 − u(|~x|).

Ňż ćĺďĺň, ůšő šăłőě ďćĺęěŋĺě řăśŕăďăěšś£ ŋă ďćă | ďćĺęěŋĺě śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż ĺ ďćĺęěŋĺě ůăśšĺűż ć řăďĺăńĳŋőň śĺńőćőň ŕőńě. Ĺśśńěďşěň ŕőśńěďŋěě ďćĺęěŋĺě.

Ć ¡šőň śńşůăě śőţřăŋ£¿šś£ ¡ŋěřčĺ£ E =^m _^{x2} 2 + U(|~x|) ĺ ňőňěŋš łőńĺůěśšćă ďćĺęěŋĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ~x = 0, š. ě. ćěńĺůĺŋă ~M = [~x; ~p ]. Šăł łăł ~x ⊥ ~M ĺ ~M = const, ďćĺęěŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ć ŕńőśłőśšĺ. Ććěď£ ć ŋěľ łőőřďĺŋăšż r ĺ ’, ŕőńşůăěň

L =^m2 ( _r^2 + r^2 _’^2) − U(r):

Ĺğ łőŋłřěšŋőčő ćĺďă L śńěďşěš, ůšő^{∂L}_{∂φ} = 0. Šăłă£ łőőřďĺŋăšă ŋăğżćăěšś£ űĺłńĺůěśłőľ. Ŕő¡šőňş

p_’ =^{∂L}_∂ __φ = mr^2 _’ = M = const : 1 2r·r _’ | ŕńőźăďĳ śěłšőřă, ŕřőľďěŋŋă£ ğă ěďĺŋĺűş ćřěňěŋĺ. Ĺšăł, śěłšőřĺăńĳŋă£ śłőřőśšĳ ŕőśšő£ŋŋă. İšő ćšőřőľ ğăłőŋ Łěŕńěřă.

E =^m( _^{r2} +^{r2} _^{φ2})2 + U(r) =^m _^{r2}2 +^{M 2}2_{mr2} + U(r) =^m _^{r2}2 + U_{ef}(r);

čďě U_{ef}(r) =^{M 2} 2mr^2 + U(r) ŋăğżćăěšś£ ¡ťťěłšĺćŋőľ ŕőšěŋűĺăńĳŋőľ ¡ŋěřčĺěľ. Ŕő¡šőňş_∫

dt = ∫ dr √ 2(E − U) − M^2/mr ; ´’ = ∫ (M/r^2) dr √ 2(E − U) − M^2/mr^2 : Řăśśšő£ŋĺě ďő űěŋšřă łőńěąńěšś£ ňěęďş r_{min} ĺ r_{max} (r ňőęěš ążšĳ šőńĳłő šăłĺň, ůšő U_{ef}(r) < E). Ŋő, ćőőąźě čőćőř£, šřăěłšőřĺĺ ŕřĺ šăłőň ďćĺęěŋĺĺ ŋěğăňłŋşšż, ´’ ≠ 2ın.

32 Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ć śńşůăě U(r) = kr^2 őřąĺšż ğăňłŋş- šż. Ŕřĺňěř 3. Ůăśšĺűă ć łşńőŋőćőň ŕőńě. İšő ůăśšŋżľ śńşůăľ ŕřěďżďşźěčő ŕřĺňěřă. U(r) = −^α_r | łşńőŋőćżľ ŕőšěŋűĺăń. Ć ůăśšŋőśšĺ, ¡šő śńşůăľ čřăćĺšăűĺĺ.

L =^m _^{r2}2 + ¸=r:

Ć ¡šőň śńşůăě ěśšĳ śłřżšă£ śĺňňěšřĺ£ ś čřşŕŕőľ O(4) ĺ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě 3 ĺŋšěčřăńă ďćĺęěŋĺ£.

~K = [~v; ~M] +^{α⃗r}_r = mv^2~r − m~v(~v;~r) +^{α⃗r}_r ;

~K = m~r( _r^2 + r^2 _’^2) − m~vr _r +^{α⃗r}_r :

Śşźěśšćőćăŋĺě ¡šőčő ĺŋšěčřăńă ŕőłăğżćăěš, ůšő őřąĺšă ğăňłŋşšă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ňőňěŋš, łőčďă _r = 0, ĺňěěň ~r ‖ ~K, š. ě. ŕěřĺčěńĺľ ŋě śňěźăěšś£.

Ďőłăęěň šřěšĺľ ğăłőŋ Łěŕńěřă. Şřăćŋěŋĺě ďćĺęěŋĺ£ ŕńăŋěšż ĺňěěš ćĺď m^{d2⃗r}_{dt2} =^{α⃗r}_{r3} :

Ěśńĺ ňż ğăňěŋĺň t ŋă —t, ă ~r ŋă –~r, ŕřĺůěň —^2 = –^3, şřăćŋěŋĺě śőţřăŋ£ěšś£. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő T^2 = ‚r^3.

Ŕřĺňěř 4. Őśűĺńń£šőř.

L =^m _^{x2}2 −^{kx2}2 :

Šăłőňş şřăćŋěŋĺ¿ şďőćńěšćőř£¿š ÿăřĺłĺ ŋă ŕřşęĺŋě, ňă£šŋĺłĺ. Ĺňěěšś£ śĺňňěšřĺ£ x → –x. Ĺğ ŋěě śńěďşěš ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕěřĺőďă łőńěąăŋĺľ šăłőčő ňă£šŋĺłă őš ăňŕńĺšşďż.

Ŕřĺňěř 5. Śĺśšěňż ść£ğăŋŋżţ őśűĺńń£šőřőć. L = ∑ m_i _x2_i 2 − ∑ k(x_i − x_{i+1})2 2 : Ğăďăůă. Ŕěřěľďĺšě ł łőőřďĺŋăšăň, ć łőšőřżţ ¡šőš ńăčřăŋęĺăŋ řăśŕăďăěšś£ ŋă ŋěśłőńĳłő ŋěğăćĺśĺňżţ ńăčřăŋęĺăŋőć.

Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă 33

Ŕřĺňěř 6. Řěń£šĺćĺśšśłă£ ůăśšĺűă (ŃŃ2, Čń. 3, § 15, ś. 64 { 66).

Ć ¡šőň śńşůăě šřăěłšőřĺ£ ńěęĺš ć ůěšżřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě-ćřěňěŋĺ (ct; x^1; x^2; x^3) = x. Šřăěłšőřĺĺ ďőńęŋż ŕěřěţőďĺšĳ ć šřăěłšőřĺĺ ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ Ńőřěŋűă. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ďěľśšćĺě ążńő ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋő. Ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ŋă łřĺćőľ ć łăůěśšćě ŕăřăňěšřă t. Šőčďă ŕřőśšěľÿěě ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋőě ďěľśšćĺě ĺňěěš ćĺď

S = m ∫ √ c^2 dt^2 − d~x^2 = mc^2 ∫ √ 1 − (dx^i=dt)^2=c^2 dt:

Ńěčłő ďőłăğăšĳ, ůšő ¡łśšřěňăńĺ ¡šőčő ďěľśšćĺ£ (ŋă śăňőň ďěńě ŋă ¡šĺţ šřăěłšőřĺ£ţ ďőśšĺčăěšś£ ňĺŋĺňşň) | ŕř£ňżě.

Ĺšăł, ńăčřăŋęĺăŋ L = −mc^2 √ 1 − ( _x=c)^2. Şřăćŋěŋĺ£ İľńěřă { Ńăčřăŋęă ĺňě¿š ćĺď_d dt ∂L ∂ _x^i = ∂L ∂x^i : Šăł łăł^{∂L}_{∂xi} = 0, ĺňŕşńĳś ~P =^{∂L}_∂ __{xi} =^{m⃗v}√ 1 − v^2/c^2

= const.

İŋěřčĺ£ ĺňěěš ćĺď E = _x^ip_i − L =^{mc2}√ 1 − v^2/c^2

. Ŕřĺ ňăńżţ v

¡ŋěřčĺ£ řăćŋă mc^2 +^{m⃗v2}2 . Ŕěřćőě śńăčăěňőě ć ¡šőľ śşňňě E =

= mc^2 ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ćŋşšřěŋŋ¿¿ ¡ŋěřčĺ¿. Ă ćěłšőř p^i = (E=c; ~p) £ćń£ěšś£ 4-ćěłšőřőň, š. ě. ćěńĺůĺŋă (p^i)^2 = = m^2 śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ Ńőřěŋűă.

Śšřşłšşřă ŕřőśšřăŋśšćă-ćřěňěŋĺ | ¡šő ćőŕřőś ŋě čěőňěšřĺĺ, ă ťĺğĺłĺ. Ťăłšĺůěśłĺ, ¡šő ćőŕřőś ő čřşŕŕě ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ şřăćŋěŋĺľ ďćĺęěŋĺ£. Ěčő ŋěńĳğ£ řěÿĺšĳ ąěğ ¡łśŕěřĺňěŋšă.

(ŃŃ1, Čń. 1 { 3, § 1 { 15, ś. 9 { 55; Ăřŋ1.)

34 Šěőřĺ£ ŕőń£

Šěőřĺ£ ŕőń£

[Ńěłűĺ£ 5]

Ďń£ ćőğŋĺłŋőćěŋĺ£ šěőřĺĺ ŕőń£ ĺňě¿šś£ ďćě ŕřĺůĺŋż. Ŕěřćă£ ŕřĺůĺŋă śőśšőĺš ć šőň, ůšő ňż ňőęěň řăśśňăšřĺćăšĳ śĺśšěňż ś ąěśłőŋěůŋżň ůĺśńőň śšěŕěŋěľ śćőąőďż. Śĺśšěňă ś łőŋěůŋżň ůĺśńőň śšěŕěŋěľ śćőąőďż őŕĺśżćăěšś£ őąőąźěŋŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ q_i(t) ĺ őąőąźěŋŋżňĺ śłőřőśš£ňĺ _q_i(t). Ěśńĺ ůĺśńő łőőřďĺŋăš śšăŋőćĺšś£ łőŋšĺŋşăńĳŋżň, ňż ŋăůĺŋăěň ĺňěšĳ ďěńő ś ŕőńěň ’(x; t), čďě ŋěŕřěřżćŋă£ ćěńĺůĺŋă x ĺčřăěš řőńĳ ĺŋďěłśă i.

Ŋăŕřĺňěř, łőńěąń¿źă£ś£ śšřşŋă śőśšőĺš ĺğ őůěŋĳ ąőńĳÿőčő, ťăłšĺůěśłĺ ąěśłőŋěůŋőčő, ůĺśńă ăšőňőć, ŋěŕřěřżćŋő řăśŕřěďěńěŋŋżţ ćďőńĳ ŋěě, ĺ łăęďżľ ĺğ ŋĺţ śőćěřÿăěš łőńěąăŋĺ£. Ć ¡šőň śńşůăě x | ŋőňěř (łőőřďĺŋăšă) ăšőňă, ă ’(x; t) | ăňŕńĺšşďă ěčő łőńěąăŋĺ£ ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t.

Ćšőřă£ ŕřĺůĺŋă | śşźěśšćőćăŋĺě ŕřěďěńĳŋőľ śłőřőśšĺ (c). Ĺğ-ğă ¡šőčő ¡ŋěřčĺ£ ćğăĺňőďěľśšćĺ£ ďőńęŋă ŕěřěňěźăšĳś£ ňěęďş ĺśšőůŋĺłőň ĺ őąžěłšőň ćğăĺňőďěľśšćĺ£, š. ě. čďě-šő ŕőňěźăšĳś£. İšő Àčďě-šőÁ ĺ ěśšĳ ŕőńě.

Ćőğňşźěŋĺě ŕőń£ ć ŋěłőšőřőň ňěśšě ćżğżćăěš ĺğňěŋěŋĺ£ ŕőń£ ć śőśěďŋĺţ šőůłăţ, łőšőřżě, ć śćő¿ őůěřěďĳ, řăśŕřőśšřăŋ£¿šś£ ďăńĳÿě. Šăł ć šěůěŋĺě łőŋěůŋőčő ćřěňěŋĺ őśşźěśšćń£ěšś£ ďăńĳŋőďěľśšćĺě.

Ğăłőŋż ŕőń£ ŕřěďśšăćń£¿šś£ şřăćŋěŋĺ£ňĺ ć ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ.

Ć śńşůăě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ śĺńă, ďěľśšćş¿źă£ ŋă šőůěůŋş¿ ğăř£ęěŋŋş¿ ůăśšĺűş, őŕřěďěń£ěšś£ ŕőńěň ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ć ¡šőľ šőůłě, ĺ, ŋăőąőřőš, ŕřĺśşšśšćĺě ğăř£ęěŋŋőľ ůăśšĺűż ĺğňěŋ£ěš ŕőńě ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě.

Ŕőńě | őďŋă ĺğ čńăćŋěľÿĺţ ĺďěľ ŋőćőľ ťĺğĺłĺ, ŋăř£ďş ś řěń£šĺćĺśšśłĺň ĺ łćăŋšőćżň ŕřĺŋűĺŕăňĺ.

Ŕřĺňěř. Śšřşŋă.

Ŕşśšĳ ’(x) | őšłńőŋěŋĺě šőůłĺ śšřşŋż ś łőőřďĺŋăšőľ x. Šő-

Šěőřĺ£ ŕőń£ 35

čďă^{∂2φ}_{∂t2} | şśłőřěŋĺě šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšőľ x. Ŕő ğăłőŋş Čşłă

ȷ´x ·^{∂2φ}_{∂t2} = k[(’(x + ´x) − ’(x)) − (’(x) − ’(x − ´x))]: Řăğďěńĺć ŋă ´x ĺ ŕěřěľď£ ł ŕřěďěńş, ŕőńşůăěň ȷ^{∂2φ}_{∂t2} = –^{∂2φ}_{∂x2} ; čďě – = lim_{´x→0} k´x:

İšő ŕřőśšěľÿěě şřăćŋěŋĺě ŕőń£.

Ňż ţőšĺň őŕĺśăšĳ ďĺŋăňĺłş ŕőń£ ś ŕőňőźĳ¿ ŕřĺŋűĺŕă ŋăĺňěŋĳÿěčő ďěľśšćĺ£. Ďěľśšćĺě ĺňěěš ćĺď A = t1∫

t0 L dt:

Ŋő ć ¡šőň śńşůăě ńăčřăŋęĺăŋ L | ťşŋłűĺ£ őš ’(x; t), _’(x; t), ∂φ ∂x . Ć ůăśšŋőśšĺ, ć śńşůăě śšřşŋż ńăčřăŋęĺăŋ ĺňěěš ćĺď L = ∫ ȷ ( ∂φ ∂t )2 − – ( ∂φ ∂x )2 dx: Ŕő¡šőňş ďěľśšćĺě ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě A = ∫ L(’; _’; ’_x) dx dt; (1)

L ŋăğżćă¿š ŕńőšŋőśšĳ¿ ńăčřăŋęĺăŋă; ć śńşůăě śšřşŋż őŋă ĺňěěš ćĺď L = ȷ ( ∂φ ∂t )2 − – ( ∂φ ∂x )2 : Ŕőŋ£šĺě ćăřĺăűĺĺ ĺ ¡łśšřěňăńĺ ńěčłő ňőęŋő őąőąźĺšĳ ŋă śńşůăľ šěőřĺĺ ŕőń£. Ć śńşůăě, ěśńĺ ďěľśšćĺě ĺňěěš ćĺď (1), ¡łśšřěňăńĺ ŕőďůĺŋ£¿šś£ śńěďş¿źěňş őąőąźěŋĺ¿ şřăćŋěŋĺ£ İľńěřă { Ńăčřăŋęă:_∂ ∂t ∂L ∂ _φ + ∂ ∂x ∂L ∂φ_x = ∂L ∂φ :

36 Šěőřĺ£ ŕőń£

Ć śńşůăě śšřşŋż ¡šő şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ćĺď ∂ ∂t ( 2ȷ ·^{∂φ}_{∂t} ) − ∂∂x ( 2– ·^{∂φ}_{∂x} ) = 0:

Ňż ćĺďĺň, ůšő ¡šő şřăćŋěŋĺě śőćŕăďăěš ś şřăćŋěŋĺěň śšřşŋż. ŕřĺ ŕőśšő£ŋŋżţ ȷ ĺ –. İšő ğŋăůĺš, ůšő řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ śšřşŋż ďěľśšćĺšěńĳŋő £ćń£¿šś£ ¡łśšřěňăń£ňĺ ŋăÿěčő ťşŋłűĺőŋăńă ďěľśšćĺ£.

Şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă šăłęě ňőčşš ążšĳ ğăŕĺśăŋż ć ćĺďě ŕřĺŋűĺŕă ŋăĺňěŋĳÿěčő ďěľśšćĺ£. Řěń£šĺćĺśšśłă£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őčřăŋĺůĺćăěš ćĺď řăśśňăšřĺćăěňżţ ńăčřăŋęĺăŋőć.

Śşźěśšćşěš őąźĺľ ŕřĺŋűĺŕ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ: ěśńĺ ňż ţőšĺň, ůšőąż ¡łśšřěňăńĺ ążńĺ ĺŋćăřĺăŋšŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěłőšőřőľ čřşŕŕż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ńăčřăŋęĺăŋ ążń ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ čřşŕŕż.

Ŋăŕĺÿěň ŕřőśšěľÿĺľ ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ńăčřăŋęĺăŋ. Ŕşśšĳ ’(x; t) | śłăń£ř őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńőřěŋűă, š. ě. ’^′(x^′; t^′) = ’(x; t), ěśńĺ (x^′; t^′) ŕőńşůăěšś£ ĺğ (x; t) ŕřěőąřăğőćăŋĺěň Ŕşăŋłăřě. Ŕşśšĳ ďěľśšćĺě řăćŋő S = ∫ [ 1 c^2 ( ∂φ ∂t )2 − ( ∂φ ∂x )2 − m^2’^2 ] dx dt:

Šěőřěňă. Ďěľśšćĺě S ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Ńőřěŋűă, š. ě. S[’] = S[’^′].

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, čřăďĺěŋš^{∂φ}_{∂xν} | ćěłšőř, śőţřăŋ£¿źĺľś£ ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ Ńőřěŋűă. Łćăďřăš ¡šőčő ćěłšőřă (@_—’)^2 =

= 1_{c2} ( ∂φ ∂t )2 − ( ∂φ ∂x )2 , ă śńěďőćăšěńĳŋő ĺ L = (@_—’)^2 − m^2’^2 | śłăń£ř. Ťőřňă őąžěňă šőęě ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋă. Şřăćŋěŋĺě ďń£ ¡łśšřěňăńěľ ¡šőčő ďěľśšćĺ£: 1 c^2

∂^2φ ∂t^2 − ∂^2φ ∂x^2 − m^2’ = 0

šăłęě ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋő. Ěčő ŋăğżćă¿š şřăćŋěŋĺěň Łńěľŋă { Čőřďőŋă.

Šěőřĺ£ ŕőń£ 37

Ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő-ćřěňěŋŋżě śĺňňěšřĺĺ ĺ šěŋğőř ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳśă

Ěśńĺ ńăčřăŋęĺăŋ ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšěŋ, šő śşźěśšćşěš śőţřăŋ£¿źĺľś£ šěŋğőř ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳśă, ćżřăęă¿źĺľś£ ůěřěğ ’ ĺ ěčő ŕřőĺğćőďŋżě, ŕřĺůěň:

1) T^— = T^—; 2) @_—T^— = 0.

Ŕşśšĳ L(’; @_—’) | ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ŕńőšŋőśšĳ ńăčřăŋęĺăŋă, ğăćĺś£źă£ őš ŋěśłőńĳłĺţ šěŋğőřŋżţ ŕőńěľ ’. İšő ğŋăůĺš, ůšő ďěľśšćĺě A[’] = ∫ L(’; @_—’) d^4x

ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ x → x + " ŕřĺ " = = const ĺńĺ "^— = !^—x. Řăśśňőšřĺň ćăřĺăűĺ¿ ťşŋłűĺőŋăńă A ŕřĺ ąěśłőŋěůŋő ňăńőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ šăłőčő ćĺďă ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ". Őŋă ĺňěěš ćĺď

‹A = ∫ @_—" · T^—(x) d^4x:

İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ćăřĺăűĺ£ ďőńęŋă ążšĳ ńĺŋěľŋă ŕő " ĺ ĺśůěğăšĳ ć śńşůăě @_—" = 0 | ŕőśšő£ŋŋżţ ".

Ĺğ ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ śńěďşěš, ůšő T^— = T^—. Ďń£ şřăćŋěŋĺľ ďćĺęěŋĺ£

‹A = ∫ @_—"T^— d^4x = − ∫ "@_—T^— d^4x = 0:

Ććĺďş ŕřőĺğćőńĳŋőśšĺ ", @_—T^— = 0.

Ŕřĺňěř 1. Ěśńĺ S = ∫ [(@_—’)^2 − m^2’^2] d^4x; šő T^— = @_—’ · @’ − 12‹_—[(@_—’)^2 − m^2’^2]:

38 Šěőřĺ£ ŕőń£

Ŕřĺňěř 2. Ěśńĺ S = ∫ (@_— · @_— − m^2 ) d^4x; šő T_— = @_— · @ − 12‹_—L:

Ąőńěě ŕőďřőąŋżľ ćżćőď śň. ĎŊŤ, ś. 338.

İńěłšřőňăčŋěšĺğň

İńěłšřĺůěśłőě ŕőńě. Ł ěčő őšłřżšĺ¿ ŕřĺćěńĺ ŋěćĺŋŋżě őŕżšż ś ¡ąőŋĺšőćżňĺ ŕăńőůłăňĺ, ă šăłęě ŋăąń¿ďěŋĺ£ ĺ ŋěąěğőŕăśŋżě ¡łśŕěřĺňěŋšż ŋăď čřőğŋżňĺ ŕőčőďŋżňĺ £ćńěŋĺ£ňĺ. Ŋă śőćřěňěŋŋőň £ğżłě śĺńă, ś łőšőřőľ ďěľśšćşěš ¡ńěłšřĺůěśłőě ŕőńě, ść£ğăŋă ś ŋăŕř£ęěŋŋőśšĳ¿ ~E śńěďş¿źěľ ťőřňşńőľ: ~F = e ~E;

čďě e | ğăř£ď, ~E | ¡ńěłšřĺůěśłőě ŕőńě.

Ňăčŋĺšŋőě ŕőńě. Ňăčŋĺš ć ŕřĺřőďě őšłřżš ďăćŋő. Łőňŕăś ĺğőąřěšěŋ łĺšăľűăňĺ ąőńěě 1000 ńěš ŋăğăď. Ňăčŋĺš ďěľśšćşěš ŋă ňăčŋĺš ĺ ŋă ŕřőćőďŋĺł ś šőłőň. İšő ğŋăůĺš, ůšő ŕőńě ňăčŋĺšă ďěľśšćşěš ŋă ďćĺęşźĺľś£ ¡ńěłšřĺůěśłĺľ ğăř£ď. İšő şęě ğăřőďżÿ őąžěďĺŋěŋĺ£ ¡ńěłšřĺůěśšćă ĺ ňăčŋěšĺğňă. Ć śőćřěňěŋŋőľ ťőřňě ¡šĺ ğăłőŋż ćżřăęă¿šś£ ć ťőřňě ğăłőŋă Ńőřěŋűă ďń£ śĺńż ~F =^e_c [~v; ~H]. Ĺšăł,^{d⃗p}_{dt} = e ~E +^e_c [~v; ~H].

Şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă

1) Ğăłőŋ Čăşśśă. Śĺńőćżě ńĺŋĺĺ ¡ńěłšřĺůěśłőčő ŕőń£ ŋăůĺŋă- ¿šś£ ĺ łőŋůă¿šś£ ŋă ğăř£ďăţ. Ŕőšőł ¡ńěłšřĺůěśłőčő ŕőń£ ůěřěğ ŕőćěřţŋőśšĳ řăćěŋ ğăř£ďş ćŋşšřĺ ěě, š. ě. ∫ @D ~Ed~S = 4ıQ = 4ı ∫ D ȷ dv;

Šěőřĺ£ ŕőń£ 39

čďě ȷ | ŕńőšŋőśšĳ ¡ńěłšřĺůěśłőčő ğăř£ďă.

Řăŋĳÿě ćśě ğăłőŋż ğăŕĺśżćăńĺśĳ ŕřĺňěřŋő ć šăłőľ ťőřňě | ć ťőřňě ĺŋšěčřăńőć. Ŕěřćőě, ůšő śďěńăń Ňăłśćěńń, | ¡šő ŕěřěŕĺśăń şřăćŋěŋĺ£ ć ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ ťőřňě, ĺ ĺţ śšăńő ŕřőźě ăŋăńĺğĺřőćăšĳ: div ~E = 4ıȷ:

2) Őšśşšśšćĺě ňăčŋĺšŋżţ ňőŋőŕőńěľ. Ŋĺłšő ŋě ňőč őšřěğăšĳ ş ňăčŋĺšă ŕőń¿ś: őšřěęěÿĳ ŕőń¿ś, ďşňăěÿĳ, őśšăńś£ šőńĳłő őďĺŋ | ŋő ŋěš, ĺţ őŕ£šĳ ďćă. Śĺńőćżě ńĺŋĺĺ ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ ŋĺčďě ŋě ŋăůĺŋă¿šś£ ĺ ŋĺčďě ŋě łőŋůă¿šś£. İšő ğŋăůĺš, ůšő őšśşšśšćş¿š ňăčŋĺšŋżě ňőŋőŕőńĺ, š. ě. ∫ @D ~H d~S = 0;

ĺńĺ, ć ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ ťőřňě,

div ~H = 0:

3) Ĺŋďşłűĺ£ Ťăřăďě£ | ŋăůăńő őąžěďĺŋěŋĺ£. Ěśńĺ ňăčŋĺš ďćĺęěšś£ ćŋşšřĺ ğăňłŋşšőčő ŕřőćőď£źěčő łőŋšşřă, šő ć łőŋšşřě ćőğŋĺłăěš šőł. Űĺřłşń£űĺ£ ¡ńěłšřĺůěśłőčő ŕőń£ řăćŋă ∮ @` ~E d~l = −1_c^d_{dt} ∫ ` ~H d~S;

ĺńĺ, ć ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ ťőřňě,

rot ~E = −1_c^{d ⃗H}_{dt} :

4) Ğăłőŋ Ăňŕěřă | šőł śőğďăěš űĺřłşń£űĺ¿ ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£: ∮ @` ~H d~l = 4^π_c ∫ ` ~j d~S;

ĺńĺ, ć ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ ťőřňě,

rot ~H = 4^π_c · ~j:

40 Šěőřĺ£ ŕőń£

Ňăłśćěńń ğăňěšĺń, ůšő ĺğ ğăłőŋă Ăňŕěřă śńěďşěš, ůšő ğăř£ď ŋě ňőęěš ćżšěłăšĳ ĺğ őąńăśšĺ, ůšő ążćăěš ŋě ćśěčďă, š. ě.

div~j = 0

(¡šő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő div rot ~H = 0).

Ğăłőŋ Ăňŕěřă ążń ŕřőćěřěŋ ć śšăűĺőŋăřŋőň śńşůăě. Őšńĺůĺě ďőńęŋő ŕřő£ćń£šĳś£ ć ŋěśšăűĺőŋăřŋőň śńşůăě. Ňăłśćěńń ďőąăćĺń ć ğăłőŋ Ăňŕěřă ěźě őďĺŋ ůńěŋ, ĺ ŕőńşůĺńőśĳ

rot ~H + 1_c^{d ⃗E}_{dt} = 4^π_c · ~j:

Ĺğ şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă śńěďşěš, ůšő ¡ńěłšřĺůěśłĺě ĺ ňăčŋĺšŋżě ŕőń£ ňőčşš řăśŕřőśšřăŋ£šĳś£. Śşźěśšćş¿š ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋżě ćőńŋż. Őłăğăńőśĳ, ůšő śłőřőśšĳ řăśŕřőśšřăŋěŋĺ£ ¡šĺţ ćőńŋ śőćŕăďăěš śő śłőřőśšĳ¿ śćěšă. Ĺňěŋŋő ĺğ ¡šőčő Ňăłśćěńń śďěńăń ćżćőď ő šőň, ůšő śćěš ĺňěěš ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋş¿ ŕřĺřőďş.

Ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă

Şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă ŋě ĺŋćăřĺăŋšŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Čăńĺńě£. Ńőřěŋű (ďő őšłřżšĺ£ İľŋÿšěľŋőň šěőřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ) őąŋăřşęĺń ťőřňăńĳŋş¿ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ x →^{x − vt} √ 1 − v^2/c^2 ; t →^{t − vx/c2} √ 1 − v^2/c^2 : Ěśńĺ őďŋőćřěňěŋŋő ŕřěőąřăğőćżćăšĳ ~E ĺ ~H śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

E^′_x = E_x; E^′_y =^{Ey} +^{Hzv/c} √ 1 − v^2/c^2 ; E^′_z =^{Ez − Hyv/c} √ 1 − v^2/c^2

H^′_x = H_x; H^′_y =^{Hy − Ez v/c} √ 1 − v^2/c^2

; H^′_z =^{Hz} +^{Eyv/c} √ 1 − v^2/c^2 ; šő ťőřňă şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă śőţřăŋĺšś£.

Šěőřĺ£ ŕőń£ 41

İšă śĺňňěšřĺ£ ďěńăěšś£ ąőńěě őůěćĺďŋőľ, ěśńĺ ŕěřěŕĺśăšĳ şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă ć ůěšżřěţňěřŋżţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ (śň. ĎŊŤ, ś. 184, 344).

@_0 = −1_c^d_{dt} ; @_1 =^∂_{∂x} ; @_2 =^∂_{∂y} ; @_3 =^∂_{∂z} ;

F_{0i} = E_i; F_{ik} = −"_{ikl}H_l; j = (cȷ;~j):

Ğăďăůă. Ćżŕĺÿĺšě ňăšřĺűż (F^{ik}) ĺ (F_—) ůěřěğ ~E ĺ ~H. Ćżŕĺÿĺšě (F^∗_—) ůěřěğ ~E ĺ ~H.

Şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă ďěń£šś£ ŋă ďćě ŕăřż. Ŕěřćă£ ŕăřă | ¡šő ćšőřőě ĺ šřěšĳě şřăćŋěŋĺ£, łőšőřżě ŋě ğăćĺś£š őš ğăř£ďőć ĺ šőłőć, ćšőřă£ | ŕěřćőě ĺ ůěšćěřšőě şřăćŋěŋĺ£, łőšőřżě ğăćĺś£š.

@_–F_— + @_—F_– + @F_{–—} = 0

@_—F^— = −4^π_c j: (2) Ğăďăůă. Ćżŕĺÿĺšě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş şřăćŋěŋĺ£ňĺ (2) ĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ Ňăłśćěńńă.

Ć ¡šőľ ğăŕĺśĺ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őůěćĺďŋă, ěśńĺ śůĺšăšĳ F_— šěŋğőřőň, ă j^— | ćěłšőřőň ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň Ńőřěŋűă.

Ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń, łăńĺąřőćőůŋă£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ

Ŕőŕřőąşěň řěÿĺšĳ ŕěřćş¿ ŕăřş şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă, š. ě. ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě ĺğ (2).

Ěśńĺ A_— | ćěłšőřŋőě ŕőńě, šő

F_— = @_—A − @A_—

şďőćńěšćőř£ěš ŕěřćőľ ŕăřě şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă. Ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě: ěśńĺ F_— şďőćńěšćőř£ěš ŕěřćőňş şřăćŋěŋĺ¿ ĺğ śĺśšěňż (2), šő śşźěśšćşěš ćěłšőřŋőě ŕőńě A_—, ŋăğżćăěňőě ćěłšőřŋżň ŕőšěŋűĺăńőň, šăłőě, ůšő F_— = @_—A−@A_—. Ŕřěďśšăćńěŋĺě F_— ć ťőřňě

42 Šěőřĺ£ ŕőń£

@_—A − @A_— ŋě ěďĺŋśšćěŋŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ~A_— = A_— +@_—f, šő ~F_— = F_—.

Šřěţňěřŋă£ ğăŕĺśĳ ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ ůěřěğ ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń:

~H = rot ~A; ~E = −∇’ − 1_c ·^{∂ ⃗A}_{∂t} ; čďě ’ = A_0:

Ŕőŕřőąşěň ŋăľšĺ ńăčřăŋęĺăŋ ďń£ ğăř£ęěŋŋőľ řěń£šĺćĺśšśłőľ ůăśšĺűż ć ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőň ŕőńě. Śŋăůăńă ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőě ŕőńě ďăŋő, š. ě. őŋő ŋě ğăćĺśĺš őš ğăř£ęěŋŋżţ ůăśšĺű.

Ŋăň ŋăďő ŋăľšĺ šăłőě S[x^—(fi); A_—(x)], ůšőąż şřăćŋěŋĺě ‹S = 0 ążńő ¡łćĺćăńěŋšŋő_{d⃗p} dt = e ~E +^e_c [~v; ~H]:

Őůěćĺďŋő, ďěľśšćĺě ďőńęŋő ążšĳ ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋő ĺ łăńĺąřőćőůŋő-ĺŋćăřĺăŋšŋő. Řăśśňőšřĺň ďěľśšćĺě ćĺďă

S = −mc ∫ ds −^e_c ∫ A_— dx^—;

čďě ĺŋšěčřăńż ąěřşšś£ ćďőńĳ šřăěłšőřĺĺ. Ŕěřćőě śńăčăěňőě | ďěľśšćĺě ďń£ śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż. Ńőřěŋű-śĺňňěšřĺ£ őůěćĺďŋă. Ćĺďŋő šăłęě, ůšő ďěľśšćĺ£ ďń£ A_— ĺ A_— + @_—f őšńĺůă¿šś£ ŋă łőŋśšăŋšş f(b) − f(a), ă ğŋăůĺš, ¡łśšřěňăńĺ ¡šĺţ ďěľśšćĺľ śőćŕăďă¿š.

Ğăďăůă. Ćżćěďĺšě şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£, ĺśţőď£ ĺğ ‹S = 0. Ğăňěůăšěńĳŋżň őąśšő£šěńĳśšćőň £ćń£ěšś£ šő, ůšő šăłă£ ćśŕőňőčăšěńĳŋă£, łăğăńőśĳ ąż, ćěźĳ, łăł A_—(x), ŕőğćőń£ěš ŋăŕĺśăšĳ ŕřőśšőě ćżřăęěŋĺě ďń£ ďěľśšćĺ£. Ćżřăęěŋĺ£ ďń£ ďěľśšćĺ£, ĺśŕőńĳğş¿źĺě F_—, őůěŋĳ śńőęŋż ĺ ŋěłřăśĺćż. İšő śĺčŋăń, şłăğżćă¿źĺľ ŋă ťşŋďăňěŋšăńĳŋő ğŋăůěŋĺě ćěłšőřŋőčő ŕőšěŋűĺăńă, łőšőřőě ćż£ćń£ěšś£ ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě.

(ŃŃ2, Čń. 3 { 5, § 15 { 45, ś. 64 { 142.)

Šěőřĺ£ ŕőń£ 43

[Ńěłűĺ£ 6]

İńěłšřőňăčŋĺšŋżě ćőńŋż. Ćőńŋőćőě şřăćŋěŋĺě Şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă ć ŕşśšőšě ĺňě¿š ćĺď:

rot ~E = −1_c^{∂ ⃗H}_{∂t} ; div ~H = 0

rot ~H = −1_c^{∂ ⃗E}_{∂t} ; div ~E = 0:

Őłăğżćăěšś£, ¡šĺ şřăćŋěŋĺ£ ňőčşš ĺňěšĳ őšńĺůŋżě őš ŋşń£ řěÿěŋĺ£, ňěŋ£¿źĺěś£ śő ćřěňěŋěň. İšő čőćőřĺš ő šőň, ůšő ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋżě ćőńŋż ňőčşš řăśŕřőśšřăŋ£šĳś£, ďăęě łőčďă ŋěš ğăř£ďőć ĺ šőłőć.

Ćżřăğĺň ~E ĺ ~H ůěřěğ ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń A_— = (A_0; ~A). Ćżąőř ćěłšőřŋőčő ŕőšěŋűĺăńă ŋěőďŋőğŋăůěŋ, ŕő¡šőňş ňż ňőęěň ŋăńőęĺšĳ ŋă ŋěčő ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě şśńőćĺě, ś šěň ůšőąż ĺğąăćĺšĳś£ őš ŕřőĺğćőńă ĺ şŕřőśšĺšĳ řěÿěŋĺ£. Šăłĺě şśńőćĺ£ ŋăğżćă¿šś£ ćżąőřőň łăńĺąřőćłĺ.

Ćżąěřěň łăńĺąřőćłş A_0 = 0. Ć ¡šőľ łăńĺąřőćłě

~E = −1_c^{∂ ⃗A}_{∂t} ; ~H = rot ~A:

Ćżřăęěŋĺ£ ďń£ ~E ĺ ~H ůěřěğ ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń, řăğşňěěšś£, ăćšőňăšĺůěśłĺ şďőćńěšćőř£¿š ŕěřćőľ ŕăřě şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă. Ŕőďśšăćĺň ¡šĺ ćżřăęěŋĺ£ ćő ćšőřş¿ ŕăřş:

rot rot ~A = −´ ~A + grad div ~A = − 1_{c2}^{∂2A}_{∂t2} :

Ŋěśňőšř£ ŋă ćżąőř łăńĺąřőćłĺ A_0 = 0, ňż ňőęěň ďěńăšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě łăńĺąřőćőůŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ~A = ~A + grad f, ěśńĺ f ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ćő ćřěňěŋĺ. Ĺğ şřăćŋěŋĺ£ div ~E = 0 śńěďşěš, ůšő^∂_{∂t} div ~A = 0. Ŕő¡šőňş ňż ňőęěň ćżąřăšĳ f šăł, ůšőąż div ~A = 0. Ć ¡šőň śńşůăě rot rot ~A = −´ ~A ĺ şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă ŕřĺŋĺňă¿š ćĺď 1 c^2 ∂^2 ⃗A ∂t^2 − ´ ~A = 0: (3)

44 Šěőřĺ£ ŕőń£

İšő ĺ ěśšĳ ćőńŋőćőě şřăćŋěŋĺě.

Ďřşčőľ ćżćőď. Şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă ć ŕşśšőšě ĺňě¿š ćĺď @_—F_— = 0, čďě F_— = @_—A − @A_—.

Ŕő¡šőňş @_—@_—A − @@_—A_— = 0:

Ćżąěřěň łăńĺąřőćőůŋőě şśńőćĺě @_—A_— = 0. Šăłőľ ćżąőř ŋăğżćă¿š łăńĺąřőćłőľ Ńőřěŋűă, ¡šő şśńőćĺě śńăąěě, ůěň ŕřěďżďşźěě. Ŕőńşůăěň @_—@_—A = 0, š. ě. ´A = 0.

Ćěřŋěňś£ őąřăšŋő ć łăńĺąřőćłş div ~A = 0 ĺ A_0 = 0. Řăśśňőšřĺň ůăśšŋżľ śńşůăľ, łőčďă A_— ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš x ĺ t. Ďń£ łăęďőľ ĺğ łőňŕőŋěŋš şřăćŋěŋĺě (3) ĺňěěš ćĺď

∂^2f ∂t^2 − c^2 ·^{∂2f}_{∂x2} = 0;

š. ě. (_∂ ∂t − c^∂_{∂x} ) ( ∂ ∂t + c^∂_{∂x} ) f = 0:

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő řěÿěŋĺ£ (3) ĺňě¿š ćĺď

f(t; x) = f_1 ( t −^x_c ) + f_2 ( t +^x_c ) : (4)

Ŕěřćőě śńăčăěňőě ć (4) | ¡šő ŕńőśłă£ ćőńŋă, ąěčşźă£ śő śłőřőśšĳ¿ c ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ őśĺ x: šő, ůšő ŋăţőďĺšś£ ć ďăŋŋżľ ňőňěŋš ć ďăŋŋőľ šőůłě, ůěřěğ ćřěň£ ´t śďćĺŋěšś£ ŋă řăśśšő£ŋĺě c´t ŕő őśĺ x. Ćšőřőě śńăčăěňőě | ŕńőśłă£ ćőńŋă, ąěčşźă£ ć ďřşčş¿ śšőřőŋş.

Šăł łăł A ŋě ğăćĺśĺš őš y ĺ z, š. ě.^{∂A}_{∂y} =^{∂A}_{∂z} = 0, šő ĺğ

div A = 0 śńěďşěš, ůšő^{∂Ax}_{∂x} = 0. Šőčďă ĺğ şřăćŋěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő ∂A_x ∂t = 0; š. ě. A_x = const | ŕőśšő£ŋŋőě ¡ńěłšřĺůěśłőě ŕőńě ćďőńĳ őśĺ x. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ¡šőčő ŕőń£ ŋěš, ĺ ůšő A_x = 0. Šőčďă ~A ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő őśĺ x ĺ

~E = −1_c^{∂ ⃗A}_{∂t} ; ~H = rot ~A = [∇; ~A] = −1_c [ ~n;^{∂ ⃗A}_{∂t} ] = −1_c [~n; ~E];

Šěőřĺ£ ŕőń£ 45

šăł łăł ~A = ~A(~r ~n − tc), čďě ~n | ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř ćďőńĳ őśĺ x. Šăłĺň őąřăğőň, ć ŕńőśłőľ ćőńŋě ~E ĺ ~H ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋż ďřşč ďřşčş ĺ ŋăŕřăćńěŋĺ¿ řăśŕřőśšřăŋěŋĺ£ ćőńŋż.

Ŕőšőł ¡ŋěřčĺĺ ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőľ ćőńŋż řăćěŋ

~S =^c

4π [

~E; ~H] =^c 4π · E 2~n =^c4_π · H^2~n;

Ŕńőšŋőśšĳ ¡ŋěřčĺĺ ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ řăćŋă

W = 18_π (E^2 + H^2) =^{E2}4_π :

Ğďěśĳ (W; S_1; S_2; S_3) | ůěšżřě łőňŕőŋěŋšż šěŋğőřă ¡ŋěřčĺĺ ĺňŕşńĳśă T_— ďń£ ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£, ă ĺňěŋŋő, W = T_{00}, S_i = T_{i0}.

Ğăďăůă. Ćżćěďĺšě ĺğ őąźěčő ćĺďă šěŋğőřă ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳśă ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő.

Ğăďăůă. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă ćżćěďĺšě, ůšő^{∂W}_{∂t} = div ~S ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, d dt ∫ D W = ∫ @D ~S d~s:

Ůăśšŋżľ śńşůăľ ŕńőśłőľ ćőńŋż | ňőŋőţřőňăšĺůěśłă£ ćőńŋă: ∂^2 ⃗A ∂t^2 =

−!^2 ~A; ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ´ ~A +^{ω2}_{c2} ~A = 0:

Řěÿěŋĺ£ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺňě¿š ćĺď ~A = Re ~A_0e^{−i!(t−x=c)}, čďě – = 2^{πc}_ω | ďńĺŋă ćőńŋż, ~k =^ω_c ~n | ćőńŋőćőľ ćěłšőř. Ěśńĺ ćěłšőř ~n ŋě śőŋăŕřăćńěŋ őśĺ x, šő řěÿěŋĺě ĺňěěš ćĺď ~A = = Re ~A_0e^{−i!(~k~r−!t)}.

(ŃŃ2, Čń. 6, § 46 { 52, ś. 143 { 170.)

46 Šěőřĺ£ ŕőń£

Ğăŕăğďżćă¿źĺě ŕőšěŋűĺăńż (ŕőšěŋűĺăńż Ńĺěŋăřă { Ćĺţěřšă)

Ňż řăğőąřăńĺśĳ ś ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋżňĺ ćőńŋăňĺ ć ŕşśšőšě. Šěŕěřĳ ŕőśňőšřĺň, łăł ćőńŋż ĺğńşůă¿šś£ ŕőšěŋűĺăńăňĺ.

Śŋăůăńă řăśśňőšřĺň śńşůăľ, łőčďă ğăř£ďż ĺ šőłĺ ŋě ğăćĺś£š őš ćřěňěŋĺ.

div ~E = 4ıȷ; rot ~E = 0; śńěďőćăšěńĳŋő, ~E = − grad ’:

Ťşŋłűĺ¿ ’ ŋăğżćă¿š śłăń£řŋżň ŕőšěŋűĺăńőň. Ĺğ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ śńěďşěš şřăćŋěŋĺě Ŕşăśśőŋă

´’ = −4ıȷ: (5)

Śŋăůăńă ŋăľďěň řěÿěŋĺě ďń£ šőůěůŋőčő ğăř£ďă, řăśŕőńőęěŋŋőčő ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš; őąźěě řěÿěŋĺě ňż ňőęěň ŋăľšĺ ŕő ńĺŋěľŋőśšĺ.

Ĺğ śőőąřăęěŋĺľ śĺňňěšřĺĺ £śŋő, ůšő ~E ďőńęŋő ążšĳ ŋăŕřăćńěŋő ŕő řăďĺşśş, ĺ ůšő | ~E| ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš R. Šőčďă ĺğ řăćěŋśšćă

∫ ~E d~s = 4ıQ śńěďşěš, ůšő E · 4ıR2 = 4ıQ.

Şřăćŋěŋĺě | ~E| = Q=R^2 ĺńĺ ~E = Q ~R=R^3 | ¡šő ğăłőŋ Łşńőŋă ĺ ’ = Q=R. Ĺğ (5) ĺ ŕőśńěďŋěľ ťőřňşńż śńěďşěš, ůšő ´ 1_R = −4ı‹^3( ~R). Ěśńĺ ğăř£ďőć ňŋőčő, šő ’ = ∑ e_α R_α ĺńĺ ’ = = ∑ e_α | ⃗R − ⃗r_α| , čďě R_¸ | řăśśšő£ŋĺě őš ğăř£ďă e_¸ ďő ŋăąń¿ďăšěń£, ~R | łőőřďĺŋăšż ŋăąń¿ďăšěń£, ~r_¸ | łőőřďĺŋăšż ğăř£ďă e_¸. Ć śńşůăě ŋěŕřěřżćŋőčő řăśŕřěďěńěŋĺ£

’( ~R) = ∫ ρ(⃗r) d⃗r |⃗r − ⃗R| : Ďń£ śšăšĺůěśłĺţ šőłőć ťőřňşńż ăŋăńőčĺůŋżě. Šěŕěřĳ ŕşśšĳ ğăř£ďż ňěŋ£¿šś£ śő ćřěňěŋěň. Šőčďă ć łăńĺąřőćłě @_—A_— = 0 şřăćŋěŋĺ£ ćżčń£ď£š šăł:

´A_— = 4^π_c j_—

Šěőřĺ£ ŕőń£ 47 ĺńĺ ´ ~A − 1_{c2} ·^{∂2 ⃗A}_{dt2} = −4^π_c ~j; ´’ − 1_{c2} ·^{∂2φ}_{dt2} = −4^π_c ȷ:

Łăł ĺ ć śšăšĺůěśłőň śńşůăě, řăğőąĳěň ŕřőśšřăŋśšćő ŋă ňăńěŋĳłĺě őąžěňůĺłĺ. Ŕńőšŋőśšĳ ğăř£ďă ȷ = e(t)‹( ~R) ´’ − 1_{c2} ·^{∂2φ}_{dt2} = −4^π_c e(t)‹( ~R) ĺ ćěğďě, łřőňě ŋăůăńă łőőřďĺŋăš, ´’ − 1_{c2} ·^{∂2φ}_{dt2} = 0:

Ĺğ śĺňňěšřĺůŋőśšĺ śńěďşěš, ůšő ’ ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš R. Ŕěřěŕĺśăć ´ ć śťěřĺůěśłĺţ łőőřďĺŋăšăţ, ŕőńşůăěň 1 R^2 ∂ ∂R (R^{2 ∂φ}_{∂R} ) − 1_{c2} ·^{∂2φ}_{dt2} = 0:

Ŕőďśšăćĺň ’ =^χ(^{R, t})_R . Šőčďă^{∂2χ}_{∂R2} − 1_{c2} ·^{∂2χ}_{dt2} = 0, š. ě. ffl = f_1(t − R=c) + f_2(t + R=c):

Řăśśňőšřĺň ůăśšŋőě řěÿěŋĺě ćĺďă ’ =^χ(^{t − R/c})_R ĺ ŋăľďěň ’ ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš. Şśšřěňń££ R → 0 ĺ őšąřăśżćă£ ůńěŋ^{∂2φ}_{∂t2} , ŋě śőďěřęăźĺľ ąőńĳÿĺţ ŕřőĺğćőďŋżţ ŕő R, ŕőńşůăěň ŕřĺ R → → 0, ůšő ´’ = −4π

c e(t)‹( ~R). İšő şřăćŋěŋĺě ňż şęě řěÿăńĺ:

’ =^e(^{t − R/c})_R . Ťĺğĺůěśłĺľ śňżśń ¡šőčő řěÿěŋĺ£: ŕőšěŋűĺăń śőğďăěšś£ ğăř£ďőň ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ŋă^R_c řăŋĳÿě šěłşźěčő. Őłőŋůăšěńĳŋżľ őšćěš:

’( ~R) = ∫ ρ(⃗r, t − R/c) R d^3r = ∫ ρ(⃗r, t − | ⃗R − ⃗r |/c) | ⃗R − ⃗r | d^3r:

48 Šěőřĺ£ ŕőń£

Ăŋăńőčĺůŋő

~A = 1_c ∫ ⃗ j(⃗r, t − | ⃗R − ⃗r |/c) | ⃗R − ⃗r | d^3r:

İšĺ ťőřňşńż ŋăğżćă¿šś£ ťőřňşńăňĺ ğăŕăğďżćă¿źĺţ ŕőšěŋűĺăńőć ĺńĺ ŕőšěŋűĺăńőć Ńĺěŋăřă { Ćĺţěřšă.

Šěŕěřĳ řăğąěřěňś£, łăł ĺğńşůă¿šś£ ćőńŋż. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ śĺśšěňă ğăř£ďőć ĺ šőłőć ć ŋěłőšőřőň ÿăřě ďĺăňěšřă l, ĺ ňż śňőšřĺň ŋă ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőě ŕőńě ŋă řăśśšő£ŋĺĺ R_0 ≫ l. Ć ¡šőľ őąńăśšĺ | ~R − ~r | ≈ R − ~n~r;

čďě ~n | ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř, ŋăŕřăćńěŋŋżľ ł ŋăň. Ŋă ąőńĳÿĺţ řăśśšő£ŋĺ£ţ ňż ňőęěň ŕřěŋěąřěůĳ ůńěŋőň ~n~r ć ğŋăňěŋăšěńě:

~A = 1_{cR} ∫ ~j ( ~r; t −^R_c −^{⃗n⃗r}_c ) d^3r:

Ąőńěě šőčő, ůńěŋőň^{⃗r⃗n}_c šăłęě ňőęŋő ŕřěŋěąřěůĳ, ěśńĺ l ≪ cT , čďě T | ţăřăłšěřŋőě ćřěň£ ĺğňěŋěŋĺ£ šőłőć. j ( ~r; t −^R_c −^{⃗r ⃗n}_c ) ≈ j ( ~r; t −^R_c ) ; ~A = 1_{cR} ∫ ~j ( ~r; t −^R_c ) d^3r:

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő ěśńĺ R śşźěśšćěŋŋő ąőńĳÿě l ĺ ďńĺŋż ćőńŋż – = cT , š. ě. ěśńĺ ćőńŋż ňőęŋő śůĺšăšĳ ŕńőśłĺňĺ, šő ŋě šőńĳłő ŕőšěŋűĺăń şążćăěš łăł 1_R , ŋő ĺ ~H = rot ~A = [^{⃗A, ⃗n}]_c ĺ ~E = [~n; ~H]

şążćă¿š, łăł 1_R . Ŕő¡šőňş ŕőšőł ¡ŋěřčĺĺ [ ~E; ~H] ŕřőŕőřűĺőŋăńěŋ 1 R^2 ĺ ŕőńŋżľ ŕőšőł ¡ŋěřčĺĺ ůěřěğ łăęďş¿ śťěřş, őłřşęă¿źş¿

śĺśšěňş ğăř£ďőć, őśšăěšś£ ŕőśšő£ŋŋżň. Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ¡ŋěřčĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋő şţőďĺš. Ć śńşůăě śšăšĺůěśłĺţ ğăř£ďőć ~H = 0 ĺ ŕőšőłă ¡ŋěřčĺĺ ŋěš.

Ğăďăůă. Őŕřěďěńĺšě ĺğńşůěŋĺě ďĺŕőń£ ~d, ćřăźă¿źěčőś£ ć ŕńőśłőśšĺ ś şčńőćőľ śłőřőśšĳ¿ ˙.

(ŃŃ2, Čń. 8, § 62 { 65, ś. 207 { 220.)

Šěőřĺ£ ŕőń£ 49

[Ńěłűĺ£ 7]

Řěăńĳŋőśšĳ ćěłšőřŋőčő ŕőšěŋűĺăńă ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺ- łě Ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě ćěřő£šŋőśšĳ šőčő, ůšő ůăśšĺűă ŕěřěľďěš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ ć ďřşčş¿, řăćŋă |A|^2, čďě A | ăňŕńĺšşďă ćěřő£šŋőśšĺ: A = ∑ e^{−iS=}~;

ă śşňňă ąěřěšś£ ŕő ćśěň ćőğňőęŋżň ŕşš£ň, S | ďěľśšćĺě, ć łőšőřőě, łăł ňż ćĺďěńĺ, ćţőďĺš ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń.

Ŕşśšĳ ş ŋăś ěśšĳ ĺśšőůŋĺł ¡ńěłšřőŋőć, ŕřőńěšă¿źĺţ ůěřěğ ¡łřăŋ ś ďćşň£ źěń£ňĺ. Ŋăąń¿ďăěšś£ ĺŋšěřťěřěŋűĺőŋŋă£ łăřšĺŋă. Ňĺŋĺňşň ĺńĺ ňăłśĺňşň ŋăţőď£šś£ ć ďăŋŋőľ šőůłě ĺŋšěřťěřěŋűĺőŋŋőľ łăřšĺŋż | ğăćĺśĺš őš řăğŋőśšĺ ťăğ. Řăśśňőšřĺň śőńěŋőĺď ąěśłőŋěůŋőľ ďńĺŋż. Ěśńĺ ŕő őąňőšłě ĺďěš šőł, šő ćŋşšřĺ śőńěŋőĺďă ćőğŋĺłăěš ňăčŋĺšŋőě ŕőńě, ŋő śŋăřşęĺ ¡šőčő ŋě ŕřőĺśţőďĺš. Ŋěśňőšř£ ŋă ¡šő, ěśńĺ ňż ŕőňěśšĺň śőńěŋőĺď ňěęďş ďćşň£ ŕşůłăňĺ, šşďă, čďě ŋě ňőčşš ŕřőńěšăšĳ ¡ńěłšřőŋż, ĺ ćłń¿ůĺň šőł, ĺŋšěřťěřěŋűĺőŋŋă£ łăřšĺŋă śňěśšĺšś£. İšő ŕřőĺśţőďĺš, ŕőšőňş ůšő ć śĺńş H = rot A šăň, čďě ŕřőńěšă¿š ¡ńěłšřőŋż, ĺğňěŋ£ěšś£ ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń A (ţőš£ ĺ őšśşšśšćşěš H), ă ğŋăůĺš, ĺğňěŋ£ěšś£ ĺ ğŋăůěŋĺě S. İšőš £łőąż ćśŕőňőčăšěńĳŋżľ őąžěłš | ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń | £ćń£ěšś£ ćŕőńŋě ťĺğĺůěśłĺň, ĺ ůăśšĺűż ś ŋĺň ćğăĺňőďěľśšćş¿š.

Čěőňěšřĺ£ ĺ łăńĺąřőćőůŋżě ŕőń£

Őŕĺśăŋĺě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋżţ £ćńěŋĺľ ŕřĺćőďĺš ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ł šěŋğőřş ŋăŕř£ęěŋŋőśšĺ F_— ĺ ćěłšőřŋőňş ŕőšěŋűĺăńş A_—. Őłăğżćăěšś£, ¡šĺ ćěńĺůĺŋż ĺňě¿š ğăňěůăšěńĳŋżľ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń. Ćż£ćńěŋĺě ¡šőčő śňżśńă ćěďěš ł ĺŋšěřěśŋżň ĺ ćăęŋżň őąőąźěŋĺ£ň.

Ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń A_—(x) | ¡šő ćěłšőřŋőě ŕőńě. Ťĺğĺłş őŕřěďěń£ěš A_— ŕő ňőďşń¿ łăńĺąřőćőůŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A_— → → A_— + @_—f. Ŕşśšĳ (x) | łőňŕńěłśŋőě ŕőńě. Řăśśňőšřĺň ďěľ-

50 Šěőřĺ£ ŕőń£

śšćĺě čřşŕŕż U(1)^∞ = ∏ U_x(1) (ŕřőĺğćěďěŋĺ£ čřşŕŕ U(1) ć łăęďőľ šőůłě) ŋă ŕőń£ţ (x), őŕřěďěńěŋŋőě ťőřňşńőľ

(x) → e^{if(x)} (x):

Šăłĺň őąřăğőň, ć łăęďőľ šőůłě ňż ĺňěěň őďŋőňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě (ĺńĺ ďćşňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě) ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕż U(1) (ĺńĺ O(2): = _1 + i _2). Řăğŋőśšĳ (y) − (x) ŋě £ćń£ěšś£ ÀŕřăćĺńĳŋżňÁ őąžěłšőň, ĺąő ŋě ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő ŕřěďśšăćńěŋĺ¿ ŋăÿěľ (łăńĺąřőćőůŋőľ) čřşŕŕż. Ăŋăńőčĺůŋő ŕřőĺğćőďŋă£ @_— ŋě £ćń£ěšś£ ŕřăćĺńĳŋżň őąžěłšőň. Ůšőąż őąőľšĺ ¡šő, ňż ććěďěň ćěłšőřŋőě ŕőńě A_—(x), ŕřěőąřăğş¿źěěś£ ŕőď ďěľśšćĺěň ŋăÿěčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕő ťőřňşńě A_— → A_— + @_—f, ĺ ś ěčő ŕőňőźĳ¿ őŕřěďěńĺň ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś (x) ć šőůłş y ŕő łřĺćőľ C, śőěďĺŋ£¿źěľ x ĺ y:

(x → y; C)^{def}= e^{i ∫c Aμ dxμ} (x):

Ćĺďŋő, ůšő (x → y; C) ŕřěőąřăğşěšś£ šăł ęě, łăł ĺ (y). Ŕő¡šőňş ĺ (y) − (x → y; C) | ŕřăćĺńĳŋżľ őąžěłš.

Ěśńĺ y^— = x^— + ´x^—, šő

(x + ´x) − (x → x + ´x) = (∇_— )´x^—; čďě ∇— = @— − iA—:

∇— ŋăğżćă¿š łőćăřĺăŋšŋőľ ŕřőĺğćőďŋőľ. Őůěćĺďŋő, ůšő ∇— | ćěłšőř, łăł ĺ @_—, ĺ ŕřĺ łăńĺąřőćőůŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ

∇— → e^{if(x)}∇_— :

Ňăšěňăšĺůěśłĺě ŋăğćăŋĺ£. Ťşŋłűĺľ (x) ŋăğżćăěšś£ śěůěŋĺěň řăśśńőěŋĺ£, U(1) | ¡šő śšřşłšşřŋă£ čřşŕŕă ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£, A_— | ść£ğŋőśšĳ.

Ňż őŕřěďěńĺńĺ ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś ś ŕőňőźĳ¿ łřĺćőľ C, śőěďĺŋ£¿źěľ šőůłĺ x ĺ y. Ğăćĺśĺš ńĺ ŕěřěŋőś őš łőŋšşřă C?

Šěőřĺ£ ŕőń£ 51

İšő őŕřěďěń£ěšś£ šěň, řăćěŋ ńĺ 0 ĺŋšěčřăń ŕő ğăňłŋşšőňş łőŋšşřş ∮ A_— dx^—. İšőš ĺŋšěčřăń śćőďĺšś£ ł śşňňě ĺŋšěčřăńőć ŕő ňăńěŋĳłĺň łőŋšşřăň ∮ ´S A_— dx^— = F_—´S^—;

čďě F_— = @_—A − @A_— = [∇_—; ∇].

Ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś ŋě ğăćĺśĺš őš ŕşšĺ, ěśńĺ F_— = 0. Šăłőě řăśśńőěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕńőśłĺň, ă ćěńĺůĺŋă F_— | łřĺćĺğŋőľ ść£ğŋőśšĺ A_—.

Ŕőńşůăěň, ůšő šěŋğőř ŋăŕř£ęěŋŋőśšĺ ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ £ćń£ěšś£ łřĺćĺğŋőľ.

Ćśě, ő ůěň čőćőřĺńőśĳ šőńĳłő ůšő, ďőŕşśłăěš őąőąźěŋĺě ŋă śńşůăľ ŋěăąěńěćőľ łăńĺąřőćőůŋőľ čřşŕŕż. Ćňěśšő śłăń£řŋőčő ŕőń£ (x) řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ćěłšőřŋőě ŕőńě ^i(x). Ŕşśšĳ U | ŋěłőšőřă£ čřşŕŕă G ňăšřĺű N × N, A_— | ňăšřĺůŋőğŋăůŋżě ťşŋłűĺĺ A^{ik}_— (x) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ăńčěąřě Ńĺ čřşŕŕż U, ŕřĺůěň ŕřĺ ğăňěŋě łőőřďĺŋăšż x ŋă y

A_— → A^′_—; A^′_—(y) = A(x)^{∂xν}_{∂yμ} :

A_— | ¡šő łăńĺąřőćőůŋőě ŕőńě ĺńĺ ść£ğŋőśšĳ ć ńĺŋěľŋőň řăśśńőěŋĺĺ śő śšřşłšşřŋőľ čřşŕŕőľ G.

Őŕřěďěńĺň ŕěřěŋőś ĺğ šőůłĺ x ć šőůłş y ŕő łőŋšşřş C śńěďş- ¿źěľ ťőřňşńőľ

(x → y; C) = ∏ (1 + A_— dx^—):

Ňż řăğąĺćăěň łřĺćş¿ C ŋă ňŋőčő ňăńěŋĳłĺţ łşśőůłőć ĺ ąěřěň şŕőř£ďőůěŋŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ğŋăůěŋĺľ ŋă łăęďőň łşśőůłě:

(x → x + ´x) = (1 + A_—´x^—) (x):

Ŕřĺ ğăňěŋě (x) ŋă g(x) (x) ść£ğŋőśšĳ ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő śńěďş¿źěľ ťőřňşńě:

A_— → gA_—g^{−1} − (@_—g) · g^{−1}:

52 Šěőřĺ£ ŕőń£

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ łőćăřĺăŋšŋă£ ŕřőĺğćőďŋă£ řăćŋă

∇ = (@_— + A_—) :

Šěőřěňă. Ěśńĺ (x) → g(x) (x), A_— → gA_—g^{−1} − @_—g · g^{−1}, šő ∇— → g∇_— .

Šěőřěňă. Őŕřěďěńĺň łřĺćĺğŋş F_— = [∇_—, ∇] . Šőčďă

F_— = @_—A − @A_— + [A_—; A]:

Ć ăąěńěćőň śńşůăě ŕőśńěďŋĺľ ůńěŋ, ěśšěśšćěŋŋő, ĺśůěğăěš.

Ĺśšőřĺůěśłőě őšśšşŕńěŋĺě

İšő őąőąźěŋĺě ążńő ŕřĺďşňăŋő §ŋčőň ĺ Ňĺńńśőň ć 1954 čőďş, ŕő-ćĺďĺňőňş, ĺğ ůĺśšő ¡śšěšĺůěśłĺţ śőőąřăęěŋĺľ. Ć šőň ęě čőďş Ńăŋďăş ĺ ěčő śőšřşďŋĺłĺ ŕřőćőğčńăśĺńĺ ÀšěőřěňşÁ ő ŋşńě ğăř£ďă (ňőśłőćśłĺľ ŋşńĳ), ć łőšőřş¿ ćśě ŕőćěřĺńĺ ĺ ĺğ łőšőřőľ śńěďőćăńő, ůšő łćăŋšőćă£ šěőřĺ£ ŕőń£ ŋě ňőęěš őŕĺśżćăšĳ ćğăĺňőďěľśšćĺě ¡ńěňěŋšăřŋżţ ůăśšĺű. İšő şąěęďěŋĺě ŕřőśşźěśšćőćăńő 20 ńěš (ŋă ŕřőš£ęěŋĺĺ łőšőřżţ ŕőůšĺ ŋĺłšő łćăŋšőćőľ šěőřĺěľ ŕőń£ ŋě ğăŋĺňăńś£), łőšőřżě ŕőŋăďőąĺńĺśĳ ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ łćăŋšőćőľ šěőřĺĺ ŋěăąěńěćżţ łăńĺąřőćőůŋżţ ŕőńěľ, ŕőśńě ůěčő ÀšěőřěňăÁ ő ŋşńě ğăř£ďă ążńă ŕřőćěřěŋă ďń£ ¡šőčő śńşůă£ ĺ ŋě ŕőďšćěřďĺńăśĳ. Ŕőśńě ¡šőčő łćăŋšőćă£ šěőřĺ£ ŕőń£ ążńă řěăąĺńĺšĺřőćăŋă.

[Ńěłűĺ£ 8]

Ŋă őďŋőľ ĺğ ŕřěďżďşźĺţ ńěłűĺľ ňż ććěńĺ ůěšżřěţňěřŋżľ šěŋğőř ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ F_— = −F_—

F_— =

0 E_1 E_2 E_3 −E_1 0 H_3 −H_2 −E_2 −H_3 0 H_1 −E_3 H_2 −H_1 0

Šěőřĺ£ ŕőń£ 53

ĺ ćěłšőř šőłă j^— = (cȷ; j_1; j_2; j_3). Šěŕěřĳ şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă ňőčşš ążšĳ ğăŕĺśăŋż šăł:

@_—F_– + @F_{–—} + @_–F_— = 0;

@_—F_— = −4^π_c j:

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő čřěůěśłĺě ĺŋďěłśż ŕřőąěčă¿š ğŋăůěŋĺ£ 0, 1, 2, 3,

@_0 = −1_c^d_{dt} ; @_1 =^∂_{∂x} ; @_2 =^∂_{∂y} ; @_3 =^∂_{∂z} :

Őůěćĺďŋő, ¡šĺ şřăćŋěŋĺ£ őąńăďă¿š ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ¿, šăł łăł ěśńĺ šěŋğőř řăćěŋ 0 ć őďŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, šő őŋ řăćěŋ 0 ĺ ć ďřşčőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš.

Ŕěřćş¿ ŕăřş şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă ňőęŋő řěÿĺšĳ:

F_— = @_—A − @A_—:

Ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń A_— ŕřĺ ¡šőň őŕřěďěń£ěšś£ ŋě őďŋőğŋăůŋő, ă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő łăńĺąřőćőůŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ

A_— → A_— + @_—f:

İšă śĺšşăűĺ£ £ćń£ěšś£ ůăśšŋżň śńşůăěň řăśśńőěŋĺ£ śő ść£ğŋőśšĳ¿.

Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Ňĺŋłőćśłőčő śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŋěłőšőřőň N-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ĺńĺ, ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, N ťşŋłűĺľ ^1(x); : : : ; ^N (x). Ćőğĳňěň ňăšřĺůŋş¿ čřşŕŕş G ĺ ťşŋłűĺ¿ g(x) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć G. Łăńĺąřőćőůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě

g(x): (x) → g(x) (x) ( ^i(x) → g^i_k(x) ^k(x))

( ŋă śăňőň ďěńě ŋě ťşŋłűĺ£, ă śěůěŋĺě řăśśńőěŋĺ£).

Ťşŋłűĺ£ @_— ¡šĺň śćőľśšćőň ŋě őąńăďăěš, š. ě. ŕřĺ ğăňěŋě (x) ŋă g(x) (x) @_— (x) ŕěřěţőďĺš ŋě ć g(x)@_— (x). Ůšőąż ĺśŕřăćĺšĳ ¡šő, ćňěśšő ŕřőĺğćőďŋőľ @_— ććěďěň łőćăřĺăŋšŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿ ∇_— = @_— + A_— (š. ě. (∇_— )^i = (@_— ^i) + (A_—)^i_k ^k). Ňż

54 Šěőřĺ£ ŕőń£

ţőšĺň, ůšőąż ŕřĺ ğăňěŋě (x) ŋă g(x) (x) ćżřăęěŋĺě ∇_— (x) ŕěřěţőďĺńő ć g(x)∇_— (x). Ďń£ ¡šőčő ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż A_— ŕěřěţőďĺńő ć gA_—g^{−1} − @_—g · g^{−1}. Ďőłăęěň ¡šő.

(@_— + gA_—g^{−1} − @_—g · g^{−1})g = @_—(g ) + gA_— − @_—g · = = @_—g · + g · @_— + gA_— − @_—g · = g(@_— + A_—) = g∇_— :

Ć śńşůăě, ěśńĺ g | şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă 1 × 1, š. ě. łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő, řăćŋőě 1 ŕő ňőďşń¿, (g(x) = e^{if(x)}), ŕőńşůăěšś£ A_— → A_— − − i@_—f.

Ś ŕőňőźĳ¿ ść£ğŋőśšĺ őŕřěďěń£ěšś£ ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś

(x → x + dx) = (1 + A_— dx^—) (x):

İšő ćżřăęěŋĺě ŕřěőąřăğşěšś£ šăł ęě, łăł ĺ (x + dx). Ŕő¡šőňş ĺţ ňőęŋő ćżůĺšăšĳ, ŕřěőąřăğş£ łőćăřĺăŋšŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿. Ś ŕőňőźĳ¿ ¡šőľ ťőřňşńż ňőęŋő ŕěřěŋőśĺšĳ ¯(x) ŕő łřĺćżň, řăğąĺćă£ ĺţ ŋă ňăńěŋĳłĺě łşśőůłĺ. (Ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś (x) ŕő łřĺćőľ £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ∇_v = = 0, čďě v | łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř ł łřĺćőľ.)

Ć őąźěň śńşůăě řěğşńĳšăš ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă ğăćĺśĺš őš ŕşšĺ. Ŕěřěŋőś ŋě ğăćĺśĺš őš ŕşšĺ, ěśńĺ F_— = [∇_—; ∇] = 0. Ć ¡šőň śńşůăě ść£ğŋőśšĳ ŋăğżćă¿š ŕńőśłőľ. Ćżůĺśńĺň F_—.

∇—∇ = (@_— + A_—)(@ + A) = = @_—@ + A_—@ + @_—(A ) + A_—A ;

∇∇— = @@_— + A@_— + @(A_— ) + AA_— ;

@_—(A ) = (@_—A) + A(@_— ); @(A_— ) = (@A_—) + A_—(@ );

(∇_—∇ − ∇∇_—) = (@_—A − @A_— + [A_—; A]) :

Ść£ğŋőśšĳ ŋăğżćă¿š šřĺćĺăńĳŋőľ, ěśńĺ ěě ňőęŋő łăńĺąřőćőůŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ŕřĺćěśšĺ ł ćĺďş A_— ≡ 0.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ść£ğŋőśšĳ £ćń£ěšś£ šřĺćĺăńĳŋőľ, ěśńĺ A_— = −@_—g · g^{−1}.

Šěőřĺ£ ŕőń£ 55

Ďěľśšćĺě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£

Ěśšĳ şřăćŋěŋĺ£ ďćşţ śőřšőć: ŕěřćżě őŕĺśżćă¿š, łăł ćěďşš śěą£ ůăśšĺűż, ćšőřżě | łăł řăğćĺćă¿šś£ śăňĺ ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋżě ŕőń£, ŋăŕřĺňěř, şřăćŋěŋĺě Ńőřěŋűă ~F = e ~E + e[~v; ~H] ĺ şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă.

Ďő śĺţ ŕőř ćżřăęěŋĺěň ďń£ ďěľśšćĺ£ ůăśšĺűż ć ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőň ŕőńě ążńő

S = S_x + S_{x;A}, čďě S_x = mc ∫ ds, S_{x;A} = −^e_c ∫ A_— dx^—, ğďěśĳ A_— | ğăďăŋŋă£ ťşŋłűĺ£ łőőřďĺŋăš.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő şřăćŋěŋĺě ‹S = 0 ¡łćĺćăńěŋšŋő şřăćŋěŋĺ¿ Ńőřěŋűă.

Šěŕěřĳ ňż ţőšĺň ŋăľšĺ ćĺď S_A šăł, ůšőąż ćăřĺăűĺ£ S = S_x + + S_{x;A} + S_A ŕő A_— ŕřĺćőďĺńă ł şřăćŋěŋĺ£ň Ňăłśćěńńă. Őšćěš ěśšĳ

S_A(A) = − 116_{cπ} ∫ F^2_— d^4x:

Ěśńĺ ąż ňż řăśśňăšřĺćăńĺ S łăł ťşŋłűĺőŋăń őš F_—, ‹S = 0 őğŋăůăńő ąż, ůšő F_— = 0. Ŋő ňż ďőńęŋż ŕőňŋĺšĳ, ůšő ŋă śăňőň ďěńě F_— = @_—A − @A_— ĺ ŋěğăćĺśĺňżě ŕěřěňěŋŋżě | A_—.

‹S_A = − 18_{cπ} ∫ F_— ‹F_— = − 18_{cπ} ∫ F_— (@_— ‹A − @ ‹A_—) =

= − 14_{cπ} ∫ F_—@_— ‹A = 14_{cπ} ∫ @_—F_— ‹A = 0:

Ĺšăł, şřăćŋěŋĺě ‹S_A = 0 ¡łćĺćăńěŋšŋő şřăćŋěŋĺ¿ @_—F_— = 0, š. ě. ńěćőľ ůăśšĺ ćšőřőľ ŕăřż şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă. Ŕřăćă£ ůăśšĳ ćšőřőľ ŕăřż şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă ŕőńşůăěšś£, ěśńĺ ŕřőćăřĳĺřőćăšĳ S_{x;A} ŕő A (‹S = ‹S_x + ‹S_{x;A} + ‹S_A, S_{x;A} = −^e_c ∫ A_— dx^4

ŕěřěţőďĺš ć − 1_{c2} ∫ A_—j^— dx^4). Ŕěřćă£ ŕăřă şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă ăćšőňăšĺůěśłĺ ćżŕőńŋ£ěšś£, šăł łăł ňż śůĺšăěň, ůšő F_— = = @_—A − @A_—.

56 Šěőřĺ£ ŕőń£

Řăśÿĺřěŋĺě čřşŕŕż śĺňňěšřĺľ

Şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă ć ćăłşşňě ĺňě¿š ąőńěě ÿĺřőłş¿ čřşŕŕş śĺňňěšřĺľ, ůěň čřşŕŕă Ŕşăŋłăřě. İšő čřşŕŕă łőŋťőřňŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, š. ě. čřşŕŕă ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, śőţřăŋ£¿źĺţ şčńż, ĺńĺ čřşŕŕă ŕřěőąřăğőćăŋĺľ x^— → y^—(x), ďń£ łőšőřżţ (dy^—)^2 = = ȷ(x)(dx^—)^2. Čřşŕŕă łőŋťőřňŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ śőďěřęĺš čřşŕŕş Ŕşăŋłăřě, řăśš£ęěŋĺ£ x^— → –x^— ĺ ĺŋćěřśĺ¿ x^— → y^— = =^{xμ}∑(_{xμ})_2 , ĺ ¡šĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕőřőęďă¿š ćś¿ čřşŕŕş łőŋťőřňŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Čřşŕŕă łőŋťőřňŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ĺğőňőřťŋă O(4; 2).

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě ŕřěďżďşźĺě şšćěřęďěŋĺ£.

Ŕőń£ §ŋčă { Ňĺńńśă

Ťőřňşńă ďěľśšćĺ£ ďń£ ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ ŕř£ňő őąőąźăěšś£ ŋă ŋěăąěńěć śńşůăľ.

Řăśśňőšřĺň ťőřňş łřĺćĺğŋż F_—. İšő 2-ťőřňă ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ăńčěąřě Ńĺ čřşŕŕż G, š. ě. ŕřĺ łăęďőň ğŋăůěŋĺĺ — ĺ ćěńĺůĺŋă F_— | ¡šő ňăšřĺűă N × N ĺğ ăńčěąřż Ńĺ čřşŕŕż G, F^2_— | šăłęě ňăšřĺűă N × N. Ş ¡šőľ ňăšřĺűż ěśšĳ śńěď Tr F^2_—, łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ ťőřňőľ Łĺńńĺŋčă.

Ŕőńőęĺň S = − 14_π ∫ Tr F^2_— d^4x. Ść£ğŋőśšĺ A_—(x), ňĺŋĺňĺğĺřş¿źĺě ďăŋŋőě ďěľśšćĺě, ŋăğżćă¿š ŕőń£ňĺ §ŋčă { Ňĺńńśă.

‹S = − 12_π ∫ Tr F_—∇_—‹A d^4x;

čďě ∇_—a = @_—a + [A_—; a].

‹S = 0 őğŋăůăěš, ůšő

∇—F_— = 0: (6)

Łřőňě šőčő, ćśěčďă ćżŕőńŋ£¿šś£ şřăćŋěŋĺ£

∇—F_– + ∇F_{–—} + ∇_–F_— = 0; (7)

łőšőřżě ŋăğżćă¿šś£ šőęďěśšćőň Ąĳ£ŋłĺ.

Šěőřĺ£ ŕőń£ 57

Şřăćŋěŋĺ£ (6) ĺ (7) ŋăğżćă¿šś£ şřăćŋěŋĺ£ňĺ §ŋčă { Ňĺńńśă, ¡šő ŋěńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě šőęďěśšćő Ąĳ£ŋłĺ ć ŋěăąěńěćőň śńşůăě. (ĎŊŤ, ů. I, § 42, ś. 403 { 406; ů. II, § 32, ś. 732 { 750.)

[Ńěłűĺ£ 9]

Šőŕőńőčĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă łăńĺąřőćőůŋżţ ŕőńěľ ś łőŋěůŋżň ďěľśšćĺěň

Ąşďěň śůĺšăšĳ ŕřőśšřăŋśšćő ěćłńĺďőćżň ĺ ůěšżřěţňěřŋżň. Řăśśňőšřĺň řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ §ŋčă { Ňĺńńśă A_—, ďń£ łőšőřżţ S[A] < ∞. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő, ůšőąż F_— = o ( 1 |x|^2 )

ŕřĺ |x| → ∞ ĺńĺ A_— = @_—g · g^{−1} + o ( 1 |x| ) ŕřĺ |x| → ∞. Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺğ şśńőćĺ£ F_— = 0 śńěďşěš, ůšő A_— = = (@_—g) · g^{−1}.

Šăł łăł A_— = @_—g · g^{−1} + o ( 1 |x| ) , šő ŕřĺ ąőńĳÿĺţ |x| ≫ 1 ŕőńşůăěň őšőąřăęěŋĺě g : S^3 → G:

Řăśśňőšřĺň čřşŕŕş G = SU(2). SU(2) ≃ S^3. Ń¿ąőě ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě g : S^3 → S^3 ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ţăřăłšěřĺğşěšś£ űěńżň ůĺśńőň k ∈ Z = ı_3(S^3), śőćŕăďă¿źĺň śő śšěŕěŋĳ¿ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ı_3(SU(2)) = Z. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ı_3(G) = = Z, čďě G | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕřőśšă£ čřşŕŕă Ńĺ? Ćżůĺśńĺšě ı_3 őš SO(2), SO(3), SO(4), SU(n), SO(m).

Ć śńşůăě G = SU(2) ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš g ∈ G | ¡šő 2 × 2 ňăšřĺűă, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ¿ g^+g = 1, čďě 1 | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă. Ń¿ąş¿ šăłş¿ ňăšřĺűş g ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł śşňňş g = n^01+^3 ∑ k=1 n^kff_k, čďě ff_k | ňăšřĺűż Ŕăşńĺ, ś şśńőćĺěň ∑ — (n^—)^2 =

= 1 (ŋăŕőňŋĺň, ůšő n^— = n^—(x), ťşŋłűĺĺ šőůěł ŋăÿěčő ŕřőśšřăŋśšćă R^4 ).

58 Šěőřĺ£ ŕőń£

Śšěŕěŋĳ őšőąřăęěŋĺ£ g ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ, ŕřőĺŋšěčřĺřőćăć £łőąĺăŋ őšőąřăęěŋĺ£.

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě v : S^1 → S^1_2 . Ŕşśšĳ ŋă S^1 = {(x_1; x_2) | x^2_1 + x^2 = 1} şčńőćă£ łőőřďĺŋăšă ¸, ă ŋă S^1_2 = = {(y_1; y_2) | y^2_1 + y^2 = R^2} şčńőćă£ łőőřďĺŋăšă ’. Šőčďă 2ı =

=^{2ı} ∫ 0 d’ = ∫ S^1_2

−y_2 dy_1 + y_1 dy_2

y^2_1 + y^2

, ŋő

deg v = 12_π 2ı∫ 0 dφ dα d¸ =

= 12_{πR2} ∫ S^1

−y_2(@_1y_1 dx_1 + @_2y_1 dx_2) + y_1(@_1y_2 dx_1 + @_2y_2 dx_2) =

= 12_{πR2} ∫ S^1

y_a@_—y_b dx^—"^{ab} =

(ć śńşůăě R = 1)

= 12_π ∫ S^1

"^{ab}y_a@_—y_b dx^—:

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ć śńşůăě őšőąřăęěŋĺ£ P_k : C → C , čďě z = x_1 + ix_2, w = y_1 + iy_2 ĺ w = P_k(z) | ňŋőčőůńěŋ k-ľ śšěŕěŋĺ, deg P_k(z) = k.

Şłăğăŋĺě. Ć łőňŕńěłśŋőň ăŋăńĺğě ¡šő ŋăğżćăěšś£ ńěňňă Řşÿě. Ğăďăůă. Ćżůĺśńĺšě šřěţňěřŋżľ őąžěň śťěřż S^3 ⊂ R^4 ěďĺŋĺůŋőčő řăďĺşśă.

Ŕşśšĳ g : S^3 → SU(2) ≃ S^3. Őąě śťěřż ćńőęěŋż ć R^4 . Ąşďěň, łăł ĺ ć ŕřĺňěřě, śůĺšăšĳ, ůšő łőőřďĺŋăšż ć ŕřőőąřăğě (x^0; : : : ; x^3), ă ć őąřăğě | (n^0; : : : ; n^3), ∑ (n^—)^2 = 1.

Őŕřěďěńĺň śńěďş¿źĺě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě ťőřňż:

! = 12 d (∑ (n^—)^2 ) = n^— dn^—; ˙ = 3∑ —=0 (−1)^{—−1}n^— dn^0 ∧ : : : ∧ ^dn^— ∧ : : : ∧ dn^3

Šěőřĺ£ ŕőń£ 59

(ćő ćšőřőľ ťőřňşńě ć łăęďőň śńăčăěňőň őďĺŋ ďĺťťěřěŋűĺăń, őąőğŋăůăěňżľ ğŋăůłőň ^dn^—, ŕřőŕşźěŋ).

Šőčďă ! ∧ ˙ = dn^0 ∧ dn^1 ∧ dn^2 ∧ dn^3: (8) Ťĺğĺłĺ ğăŕĺśżćă¿š ťőřňş ˙ šăł:

˙ = 16"_{abcd}n^a dn^b ∧ dn^c ∧ dn^d = dfi;

g^∗(˙) = 16"_{abcd}n^a(@_—n^b dx^—) ∧ (@n^c dx) ∧ (@_–n^d dx^–) = = 16"_{abcd}n^a@_—n^b@n^c@_–n^d"^{—–} dx^— ∧ dx ∧ dx^–;

"^{—–}dx^—dxdx^– = ds^{—–}:

Śšěŕěŋĳ őšőąřăęěŋĺ£ g, łăł ĺ ć ŕřĺňěřě, ğăďăěšś£ ĺŋšěčřăńőň q = 12_{π2} ∫ S^3

dfi = 112_{π2} ∫ S^3

"_{abcd}n^a@_—n^b@n^c@_–n^d ds^{—–}: (9)

Šěőřěňă. Ćżŕőńŋěŋő śńěďş¿źěě śőőšŋőÿěŋĺě "_{abcd}n^a@_—n^b@n^c@_–n^d = 12 Tr(@_—g · g^{−1})(@ g · g^{−1})(@_–g · g^{−1}): (10) Ŕőśłőńĳłş ŕřăćă£ ĺ ńěćă£ ůăśšĺ řăćěŋśšćă (10) SU(2)-ĺŋćăřĺăŋšŋż, šő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ řăćěŋśšćő ć ěďĺŋĺűě čřşŕŕż SU(2).

Ŕřĺ g = e n^0 = 1, n^1 = n^2 = n^3 = 0. Łřőňě šőčő, ∑ (n^—)^2 = 1, śńěďőćăšěńĳŋő, @_—n^0 = 0. Ďőłăğżćăěňőě řăćěŋśšćő ąşďěš ćżčń£- ďěšĳ šăł:

"_{abcd}n^a@_—n^b@n^c@_–n^d = "_{bcd}@_—n^b@n^c@_–n^d = 12 Tr(@_—g)(@ g)(@_–g); čďě @_—g = @_—n^1ff_1 +@_—n^2ff_2 +@_—n^3ff_3, łőšőřőě ŕřőćěř£ěšś£ ŕř£ňżň ćżůĺśńěŋĺěň.

Ğăňěůăŋĺě. Ňż řăśśňăšřĺćăěň śńěď, ŕő¡šőňş ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ŋăś ĺŋšěřěśşěš šőńĳłő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ 1.

60 Šěőřĺ£ ŕőń£

Őůěćĺďŋő, ůšő ŕőń£ A_—, ăśĺňŕšőšĺłĺ łőšőřżţ řăćŋż řăğńĺůŋżň q, ŋě ňőčşš ążšĳ ŕřőďěťőřňĺřőćăŋż őďŋő ć ďřşčőě.

Śşźěśšćşěš ğăňěůăšěńĳŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě q ůěřěğ F_—. Šěőřěňă. Ěśńĺ A_— = @_—g · g^{−1} + o ( 1 |x| ) ŕřĺ |x| → ∞, šő q = = 1 16π^2 Tr ∫ R^4

F_—F^∗_— d^4x, čďě F^∗_— = 12"_{—–ff}F_{–ff}. Śŋăůăńă ŕőłăęěň, ůšő Tr ∫ R^4

F_—F^∗_— d^4x = const ŕřĺ ćăřĳĺřőćăŋĺĺ A. Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

‹ Tr ∫ R^4

F_— F^∗_— d^4x = ‹ ( 1 2"_{—–ff} Tr ∫ F_—F_{–ff} d^4x ) = = Tr "^{—–ff} ∫ F_—‹F_{–ff} d^4x =

= Tr "^{—–ff} ∫ F_—(∇_–‹A_ff − ∇_ff‹A_–) d^4x =

= 2 Tr "^{—–ff} ∫ F_—∇_–‹A_ff d^4x =

= 2 Tr "^{—–ff} ∫ S^3(R)

F_—‹A_ff dfi^– − 2 Tr "^{—–ff} ∫ R^4

(∇_–F_—)‹A_ff d^4x = 0:

Ć ŕőśńěďŋěň ćżřăęěŋĺĺ čřăŋĺůŋżľ ůńěŋ ŕřěďśšăćń£ěš ĺğ śěą£ ĺŋšěčřăń ŕő S^3(R) őš ťşŋłűĺĺ, řăćŋőľ o ( 1 |x|^2 ) · o ( 1 |x| ) = = o ( 1 |x|^3 ) ŕřĺ |x| = R → ∞ ĺ ŕő¡šőňş śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ |x| → ∞. Řăćěŋśšćő ŋşń¿ ŕőśńěďŋěčő ůńěŋă ¡łćĺćăńěŋšŋő šőęďěśšćş Ąĳ£ŋłĺ ∇–F_— + ∇_—F_– + ∇F_{–—} = 0:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ∫ R^4

F_—F^∗_— d^4x ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŋěŕřěřżćŋżţ ĺğňěŋěŋĺ£ţ A_—.

Šěőřĺ£ ŕőń£ 61

Łřőňě šőčő, ćěřŋő řăćěŋśšćő ∇—F^∗_— = 0: (11) Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ∇—F^∗_— = 12"_{—¸˛}{@_—F_{¸˛} + [A_—; F_{¸˛}]};

F_{¸˛} = @_¸A_˛ − @_˛A_¸ + A_¸A_˛ − A_˛A_¸: Ĺğ-ğă łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ "_{—¸˛}

"_{—¸˛}(@_¸A_˛ − @_˛A_¸ + A_¸A_˛ − A_˛A_¸) = 2"_{—¸˛}(@_¸A_˛ + A_¸A_˛): Ŕő¡šőňş ∇—F^∗_— = "_{—¸˛}{@_—(@_¸A_˛ + A_¸A_˛) + A_—(@_¸A_˛ + A_¸A_˛) − − (@_¸A_˛ + A_¸A_˛)A_—} = = "_{—¸˛}{@_—@_¸A_˛ + @_—A_¸ · A_˛ + A_¸@_—A_˛ + A_—@_¸A_˛ + A_—A_¸A_˛ − − @_¸A_˛ · A_— − A_¸A_˛A_—} = = "_{—¸˛}{@_—@_¸A_˛ + (@_—A_¸ · A_˛ − @_¸A_˛ · A_—) +

+ (A_¸@_—A_˛ + A_—@_¸A_˛) + (A_—A_¸A_˛ − A_¸A_˛A_—)} = 0 ĺğ-ğă łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĺ "_{—¸˛}.

Śńěďőćăšěńĳŋő, Tr(F_—F^∗_—) = Tr { (@_—A − @A_—)F^∗_— + (A_—A − AA_—)F^∗_— } = = Tr { (@_—A − @A_—)F^∗_— + A_—AF^∗_— − A_—F^∗_—A } = = Tr { (@_—A − @A_—)F^∗_— + A_—[A; F^∗_— ] } : Ğďěśĳ, ĺ ć ďăńĳŋěľÿěň, ňż ĺśŕőńĳğşěň śćőľśšćő űĺłńĺůěśłőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ ŕőď ğŋăłőň śńěďă. Ĺśŕőńĳğş£ (11), ŕőńşůăěň Tr(F_—F^∗_—) = Tr { (@_—A − @A_—)F^∗_— − A_—@F^∗_— } = = Tr { @_—A · F^∗_— − @(A_—F^∗_—) } = = 12 Tr "_{—¸˛} {@_—AF_{¸˛} − @(A_—F_{¸˛})} = = Tr "_{—¸˛} {(@_—A)(@_¸A_˛ + A_¸A_˛) − @(A_—@_¸A_˛ + A_—A_¸A_˛)} = = Tr {"_{—¸˛}[(@_—A)(@_¸A_˛) + (@_—A)A_¸A_˛ − @A_—@_¸A_˛− −A_—@@_¸A_˛ − @(A_—A_¸A_˛)]} :

62 Šěőřĺ£ ŕőń£ Ćőśŕőńĳğşěňś£ šěň, ůšő

Tr{"_{—¸˛}(@_—A)A_¸A_˛} = 13 Tr{"_{—¸˛}@_—(AA_¸A_˛)}; "_{—¸˛}[−(@A_—)(@_¸A_˛)] = "_{—¸˛}(@_—A)(@_¸A_˛);

"_{—¸˛}@@_¸A_˛ = 0: Ŕőńşůăěň

Tr(F_—F^∗_—) = Tr { "_{—¸˛} [ 2(@_—A)(@_¸A_˛) + 43@_—(AA_¸A_˛) ]} = = Tr { "_{—¸˛} [ 2(@_—A)(@_¸A_˛) + 2A@_—@_¸A_˛ + 43@_—(AA_¸A_˛) ]} = = Tr { 2"_{—¸˛} [ @_— ( A@_¸A_˛ + 23AA_¸A_˛ )]} = = @_— { Tr 2"_{—¸˛} [ A@_¸A_˛ + 23AA_¸A_˛ ]} : Őąőğŋăůĺň J_— = Tr { 2"_{—¸˛} [ A@_¸A_˛ + 23AA_¸A_˛ ]} . Ŕşśšĳ B(R) | ÿăř řăďĺşśă R ć R^4 . Šőčďă ∫ B(r)

Tr(F_— F^∗_—) d^4x = ∫ B(r)

@_—J_— d^4x = ∫ S^3(R)

J_— ds^— = = 2 ∫ S^3(R)

Tr "_{—¸˛} ( A@_¸A_˛ + 23AA_¸A_˛ ) ds^—: (12)

Ćőśŕőńĳğşěňś£ šěŕěřĳ şśńőćĺěň, ůšő F_— → 0 ŕřĺ R → ∞, š. ě. @_—A − @A_— = −[A_—; A] ĺ šěň, ůšő 2"_{—¸˛}@_—A = "_{—¸˛}(@_—A − − @A_—) = −"_{—¸˛}[A_—; A] = −2"_{—¸˛}A_—A. Ŕőńşůăěň ŕřĺ R → ∞ ∫ B(R)

Tr(F_—F^∗_— ) d^4x = = 2 ∫ S^3(R)

Tr "_{—¸˛} ( −AA_¸A_˛ + 23AA_¸A_˛ ) ds^— =

Šěőřĺ£ ŕőń£ 63

= −23 ∫ S^3(R)

"_{—¸˛} Tr(AA_¸A_˛) ds^—: (13)

Ŕőďśšăćń££ (13) ć (9) ĺ (10), ŕőńşůăěň şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż.

Ğăňěůăŋĺě. Ćśě ćżůĺśńěŋĺ£, ŕřőćěďěŋŋżě ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŕőśńěďŋěľ šěőřěňż, | ¡šő řăąőůĺľ ăŕŕăřăš ťĺğĺłă ĺ śůĺšăěšś£ ć ťĺğĺłě Àőążůŋżňĺ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺÁ. Ňăšěňăšĺłĺ ŋăğżćă¿š šăłőľ ăŕŕăřăš łőőřďĺŋăšŋżň ĺ ŕřěďŕőůĺšă¿š řăąőšăšĳ ć ÀąěśłőőřďĺŋăšŋőľÁ ťőřňě. Ŕőŕřőąşěň ŕřĺćěśšĺ śńőćăřĳ ŕěřěćőďă ĺğ őďŋőľ ťőřňż ć ďřşčş¿.

@_— dx^— d | ďĺťťěřěŋűĺăń F_— F = F_— dx^— ∧dx | 2-ťőřňă 1 4!"_{—–ȷ} dx^— ∧ dx ∧ dx^– ∧ dx^ȷ dV = dx^1 ∧ dx^2 ∧ dx^3 ∧ dx^4 | ťőřňă őąžěňă

F^∗_— = 12"_{—–ff}F_{–ff} ∗F = F^∗_— dx^— ∧ dx | śőŕř£- ęěŋŋă£ 2-ťőřňă

Ŋăŕřĺňěř,

q = 116_{π2} ∫ R^4

Tr F_—F^∗_— d^4x =

= 132_{π2} ∫ R^4

Tr "_{—–ff}F_— F_{–ff} d^4x = 18_{π2} ∫ R^4

Tr F ∧ F:

Ĺğ řăćěŋśšćă (8) ĺ šőčő, ůšő ! = 12 d( ∑ (n^i)^2) | ťőřňă, őřšőčő-

ŋăńĳŋă£ ł śťěřě S^3, śńěďşěš, ůšő ˙ | ťőřňă šřěţňěřŋőčő őąžěňă ŋă S^3.

Šőęďěśšćő Ąĳ£ŋłĺ ğăŕĺśżćăěšś£ łăł

[∇; F ] = dF + A ∧ F − F ∧ A = 0:

Ćňěśšő J_— ŋşęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋş¿ ťőřňş J = = J_— ds^—. Šőčďă řăćěŋśšćő (12) ěśšĳ ŕřőśšő šěőřěňă Śšőłśă.

64 Šěőřĺ£ ŕőń£

Ğăďăůă. Ŕřőćěďĺšě ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőśńěďŋěľ šěőřěňż ć ąěśłőőřďĺŋăšŋőľ ťőřňě.

Ćěřŋěňś£ ł ŋăÿěňş ďěľśšćĺ¿ S[A]. Ŕőńşůăěň, ůšő S[A] = 14 Tr ∫ F_—F_— d^4x = = 18 Tr ∫ (F_— − F^∗_—)^2 d^4x + 14 Tr ∫ F_—F^∗_— d^4x ¿ 8ı^2q:

Ěśńĺ ňĺŋĺňşň śşźěśšćşěš, šő ŕőńě, ŋă łőšőřőň őŋ ďőśšĺčăěšś£, ďőńęŋő şďőćńěšćőř£šĳ şřăćŋěŋĺ¿ ďşăńĳŋőśšĺ: F_— = F^∗_—.

Řěÿěŋĺ£ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ŋăğżćă¿š ĺŋśšăŋšőŋăňĺ. Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£. 1) Ŕřĺ q = 1 řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ ďşăńĳŋőśšĺ ĺňě¿š ćĺď A_— =^{x2}_{x2} +_{ρ2} n^+@_—n; čďě n =^{x0}1 +^{i⃗x⃗σ}_{|x|} ; n^+ =^{x0}1^{− i⃗x⃗σ}_{|x|} ; ~x~ff = x^—ff_—:

2) İšĺ řěÿěŋĺ£ śťěřĺůěśłĺ śĺňňěšřĺůŋżě.

3) Őśšăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ ŕőńşůă¿šś£ ĺğ ¡šőčő ďěľśšćĺěň čřşŕŕż x_— → x_— + a_—; x_— → –x_—:

4) Řěÿěŋĺ£ śőśšăćń£¿š 5-ŕăřăňěšřĺůěśłőě śěňěľśšćő. Ĺğćěśšŋő, ůšő ďń£ q > 0 śşźěśšćşěš (8|q|−3)-ŕăřăňěšřĺůěśłőě śěňěľśšćő řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ ăćšőďşăńĳŋőśšĺ.

Ŕőďřőąŋőśšĺ śň. ĎŊŤ, ů. II, § 32.

Šěőřĺ£ ŕőń£ 65

[Ńěłűĺ£ 10]

Őąźă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ ŕőłăğăńă, ůšő čěőňěšřĺ£ ĺčřăěš ćăęŋş¿ řőńĳ ć ťĺğĺłě. Őąźă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ ĺďěš ďăńĳÿě ĺ ďěńăěš ÿăč ł šőňş, ůšőąż śćěśšĺ ťĺğĺłş ł čěőňěšřĺĺ, ă ĺňěŋŋő, čřăćĺšăűĺ£ śćőďĺšś£ ł ňěšřĺůěśłőľ śšřşłšşřě ŕřőśšřăŋśšćă-ćřěňěŋĺ.

Řőńĳ čřăćĺšăűĺĺ ĺčřăěš řĺňăŋőćă (ŕśěćďőřĺňăŋőćă) śšřşłšşřă ŕřőśšřăŋśšćă-ćřěňěŋĺ, ŋă łřĺćĺğŋş łőšőřőľ ćńĺ£ěš ŕńőšŋőśšĳ ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳśă ňăšěřĺĺ. Ŕřĺ ¡šőň ůăśšĺűż śăňőľ ňăšěřĺĺ ďćĺęşšś£ ŕő čěőďěğĺůěśłĺň.

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ ŋě śőćňěśšĺňă ś Ŋĳ¿šőŋőćśłőľ šěőřĺěľ čřăćĺšăűĺĺ, őśŋőćăŋŋőľ ŋă ŕőśšşńăšě ňčŋőćěŋŋőčő ďăńĳŋőďěľśšćĺ£.

´˘ = 4ıkȷ; d^2⃗r dt^2 =

− grad ˘;

ğďěśĳ ˘ | čřăćĺšăűĺőŋŋżľ ŕőšěŋűĺăń, ȷ | ŕńőšŋőśšĳ ňăśśż ňăšěřĺĺ, ~r(t) | łőőřďĺŋăšż ůăśšĺűż.

İšĺ şřăćŋěŋĺ£ ňőęŋő ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ šăł, ůšőąż ćğăĺňőďěľśšćĺě ążńő ğăŕăğďżćă¿źĺň ĺ ŕěřěďăćăńőśĳ śő śłőřőśšĳ¿ śćěšă, ŋő ŕřĺ ¡šőň śćěš ŋě ąşďěš ĺśłřĺćń£šĳś£ ć čřăćĺšăűĺőŋŋőň ŕőńě, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš őŕżšş: ŕřĺ ŕőńŋżţ śőńŋěůŋżţ ğăšňěŋĺ£ţ ćĺďĺňżě ŕőńőęěŋĺ£ ğćěğď őšńĺůŋż őš ĺśšĺŋŋżţ.

(ŃŃ2, ś. 288 { 317, 330 { 408; ĎŊŤ, ś. 372 { 386, 705 { 732.)

Őśŋőćăŋĺ£ ďń£ řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőśšşńăšă őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ

İľŋÿšěľŋ ĺśłăń őąőąźěŋĺ£ ŚŠŐ ĺğ ťĺńőśőťśłĺţ śőőąřăęěŋĺľ. Ěňş ŋě ŋřăćĺńăśĳ ćżďěńěŋŋőśšĳ ĺŋěřűĺăńĳŋżţ śĺśšěň őšśůěšă.

Ŕşśšĳ R_1, R_2 ďćă śőőśŋżţ łőńĳűă, őďŋő ĺğ łőšőřżţ ŕőłőĺšś£, ă ďřşčőě ćřăźăěšś£. Ŕřĺůĺŋőľ šőčő, ůšő ı(R_2) ≠ 3:14 : : : , ă

66 Šěőřĺ£ ŕőń£

ı(R_1) = 3:14 : : : , ćżśšăćń£ńőśĳ šő, ůšő R_1 ŕőłőĺšś£ őšŋőśĺšěńĳŋő čăńĺńěěćă ŕřőśšřăŋśšćă, š. ě. šăłőčő, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőčő ćěřěŋ ğăłőŋ ĺŋěřűĺĺ, ă R_2 | ŋěš. Ŋő, őůěćĺďŋő, ¡šő ťĺłšĺćŋă£ ŕřĺůĺŋă. Ŋěš šăłőčő őŕżšŋőčő ťăłšă, łăł čăńĺńěěćő ŕřőśšřăŋśšćő.

Ğăłőŋż ŕřĺřőďż ďőńęŋż ążšĳ śŕřăćěďńĺćż ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋő ďćĺęşźĺţś£ śĺśšěň. İšő ŋăğżćăěšś£ ŕőśšşńăšőň őąźěľ łőćăřĺăŋšŋőśšĺ.

Ćăęŋżľ ťĺğĺůěśłĺľ ťăłš. Ŕşśšĳ Ł | čăńĺńěěćă śĺśšěňă, ňăśśă M ŕőłőĺšś£ ć ŋěľ. Ŕşśšĳ Ł^′ řăćŋőşśłőřěŋŋő ĺ ŕř£ňőńĺŋěľŋő ďćĺęěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋő Ł. Šőčďă Ň śőćěřÿăěš őšŋőśĺšěńĳŋő Ł^′ şśłőřěŋŋőě ďćĺęěŋĺě, ŕřĺůěň şśłőřěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš ťĺğĺůěśłőčő ĺ ţĺňĺůěśłőčő śőśšő£ŋĺ£ šěńă. Ňőęěš ńĺ ŋăąń¿ďăšěńĳ, ŕőłő£źĺľś£ ć Ł^′, ğăłń¿ůĺšĳ, ůšő őŋ ÀďěľśšćĺšěńĳŋőÁ ŋăţőďĺšś£ ć şśłőř£¿źěľś£ śĺśšěňě őšśůěšă? Ŋěš! Ĺąő šăłőě ŕőćěďěŋĺě ňăśś ňőęŋő őąž£śŋĺšĳ ŋăńĺůĺěň čřăćĺšăűĺőŋŋőčő ŕőń£, ćżğżćă¿źěčő şśłőřěŋŋőě ďćĺęěŋĺě, ŕřĺůěň šăł, ůšő şśłőřěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš ňăśśż šěńă, ěčő ťĺğĺůěśłőčő ĺ ţĺňĺůěśłőčő śőśšăćă. Ěźě Čăńĺńěľ ğăďăćăń śěąě ćőŕřőś ő řăćěŋśšćě ĺŋěřűĺőŋŋőľ ĺ čřăćĺšăűĺőŋŋőľ ňăśś. İłśŕěřĺňěŋš İšćěÿă ŕőłăğăń, ůšő

m_{š£ę} − m_{ĺŋěř} m_{š£ę} < 10 −8; ŕő¡šőňş ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő m_{š£ę} = m_{ĺŋěř}.

Ĺğ ¡šőčő řăćěŋśšćă śńěďşěš, ůšő čřăćĺšăűĺőŋŋőě ŕőńě ńőłăńĳŋő ňőęŋő śőğďăšĳ ĺńĺ şŋĺůšőęĺšĳ ĺğňěŋěŋĺěň łőőřďĺŋăšŋőľ śĺśšěňż. İšő şšćěřęďěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕřĺŋűĺŕőň ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

İšő, ć śćő¿ őůěřěďĳ, őğŋăůăěš, ůšő őąźă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ | ¡šő šěőřĺ£ čřăćĺšăűĺĺ.

[Ńěłűĺ£ 11]

Čřăćĺšăűĺ£ ĺ čěőňěšřĺ£

Ŋěš őśŋőćăŋĺľ ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő śĺśšěňş łőőřďĺŋăš ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł, ůšőąż őŋă ążńă čăńĺńěěćőľ ĺńĺ ěćłńĺďőćőľ. Ŕő-

Šěőřĺ£ ŕőń£ 67

¡šőňş śńěďşěš ďőŕşśšĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżě śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ĺ ĺśłăšĳ ťőřňşńĺřőćłş ğăłőŋőć ŕřĺřőďż, łőćăřĺăŋšŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő ń¿ążţ ğăňěŋ łőőřďĺŋăš.

Ĺšăł, łăęďőňş śőążšĺ¿ śőőšćěšśšćşěš (x_1; x_2; x_3; x_4) ć ŕřőĺğćőńĳŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš. Ćňěśšő šćěřďőčő šěńă | ňőńń¿śł őšśůěšă, łăł čőćőřĺń İľŋÿšěľŋ (ňőńń¿śł łăł ŋěůšő ăňőřťŋőě).

Ňěšřĺłă = čřăćĺšăűĺ£

Ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ, ůšő ďń£ ąěśłőŋěůŋő ňăńżţ ůěšżřěţňěřŋżţ őąńăśšěľ ŕřĺ ŕőďţőď£źěň ćżąőřě śĺśšěňż łőőřďĺŋăš śŕřăćěďńĺćă śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ. Š. ě. ć ŋěľ ďăŋż ńĺŋěľłĺ ŋěąőńĳÿĺţ řăğňěřőć ĺ ůăśż, ĺğňěř£¿źĺě (x_1; x_2; x_3; x_4); ś ŕőňőźĳ¿ ŋĺţ ĺğňěř£ěšś£ ĺŋšěřćăń ňěęďş ąěśłőŋěůŋő ąńĺğłĺňĺ śőążšĺ£ňĺ ćŋşšřĺ ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ őąńăśšĺ. ds^2 = dx^2_1 + dx^2 + dx^3 − dx^2_4:

Ĺ ¡šő ĺŋěřűĺăńĳŋă£ śĺśšěňă, ć ŋěľ ŋěš čřăćĺšăűĺĺ, ĺ ůăśšĺűă ďćĺęěšś£ řăćŋőňěřŋő ŕő ŕř£ňőľ.

Ńĺŋěľŋőňş ¡ńěňěŋšş ds ć ŋěłőšőřőľ ćżąřăŋŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš śőőšćěšśšćşěš

(dx_1; dx_2; dx_3; dx_4); dx^— = a^— dx; ds^2 = g_— dx^— dx:

Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ ŕřěďŕőńăčăěš ůăśšŋżľ śńşůăľ: łőőřďĺŋăšż ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł, ůšő ~g_— = (1; 1; 1; −1) ćś¿- ďş. Ć őąźěň śńşůăě ŕřőĺğćőńĳŋőčő g_— šăłőľ ćżąőř ŋěćőğňőęěŋ. g_— śńěďşěš řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ćěńĺůĺŋż, őŕĺśżćă¿źĺě čřăćĺšăűĺőŋŋőě ŕőńě. Ěśńĺ g_— ć ŋěłőšőřőľ őąńăśšĺ ŕőśšő£ŋŋż, šő ďćĺęěŋĺě ňăšěřĺăńĳŋżţ ůăśšĺű ć ¡šőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš řăćŋőňěřŋő ĺ ŕř£ňőńĺŋěľŋő. Ŋő ĺ ć ďřşčĺţ łőőřďĺŋăšăţ şśłőřěŋĺě ĺ łřĺćőńĺŋěľŋőśšĳ ŋě ğăćĺśĺš őš ťĺğĺůěśłőľ ŕřĺřőďż šěńă, š. ě. ďćĺęěŋĺě ňőęŋő ĺśšőńłőćăšĳ łăł ďćĺęěŋĺě ć čřăćĺšăűĺőŋŋőň ŕőńě.

Ĺšăł, ŕő£ćńěŋĺě čřăćĺšăűĺőŋŋőčő ŕőń£ ść£ğăŋő ś ğăćĺśĺňőśšĳ¿ g_— őš ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő-ćřěňěŋŋżţ łőőřďĺŋăš. Ŋő ĺ ć őąźěň śńşůăě, łőčďă ŋěńĳğ£ g_— ŕřĺćěśšĺ ł ćĺďş (1; 1; 1; −1) ć łőŋěůŋőľ őąńăśšĺ, ňż ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ğăďăŋĺě ňěšřĺůěśłőčő šěŋğőřă g_— dx^— dx ¡łćĺćăńěŋšŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ čřăćĺšăűĺőŋŋőčő ŕőń£.

68 Šěőřĺ£ ŕőń£

Şřăćŋěŋĺě čěőďěğĺůěśłőľ (ďćĺęěŋĺě ňăšěřĺăńĳŋőľ šőů- łĺ) Ćżćěďěň şřăćŋěŋĺě čěőďěğĺůěśłőľ ĺğ ŕřĺŋűĺŕă ŋăĺňěŋĳÿěčő ďěľśšćĺ£ ďń£ ťşŋłűĺőŋăńă ďńĺŋż. ‹ P2∫

P1 ds = 0; x^— = x^—(–); ‹ –2∫

–1 √ g_—^{dxμ}_{dλ}^{dxν}_{dλ} d– = 0: –2∫

–1 d– d dλ g_{μν} √ g_{μν} dx^μdλ dx^νdλ dx^μ dλ −

− 1 2 √ g_{μν} dx^μdλ dx^νdλ ∂x^α dλ ∂x^β dλ ∂g_{αβ} ∂x^ν ‹x = 0:

Ğăňěůăŋĺě. Ŋě ğăąşďĳšě, ůšő ćăřĳĺřőćăšĳ ŋşęŋő ŋě šőńĳłő x^—, ŋő ĺ g_—(x) ŕő x^—.

Ćżąřăć – = s | ŋăšşřăńĳŋżň ŕăřăňěšřőň, š. ě. šăłĺň ŕăřăňěšřőň, ůšő g_{¸˛} _x^¸ _x^˛ = 1, ŕőńşůăěň

d^2x^μ ds^2 +` ¸˛ — dx^α ds dx^β ds = 0; čďě `^—_{¸˛} = 12g^— ( ∂g_{να} ∂x^β + ∂g_{νβ} ∂x^α − ∂g_{αβ} ∂x^ν )

ŋăğżćă¿šś£ śĺňćőńăňĺ Łřĺśšőťťěń£. Őůěćĺďŋő, ůšő čěőďěğĺůěśłă£ ŋă łăęďőň şůăśšłě, řăğňěř łőšőřőčő ňěŋĳÿě řăďĺşśă łřĺćĺğŋż, £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ. İšő ĺ ěśšĳ ěě őŕřěďěńěŋĺě. Ŕő¡šőňş ĺğ ŕřĺŋűĺŕă ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ śńěďşěš, ůšő ůăśšĺűă ďćĺęěšś£ ŕő čěőďěğĺůěśłőľ.

Łőćăřĺăŋšŋőě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě

Ć čăńĺńěěćżţ łőőřďĺŋăšăţ dA_— | ćěłšőř, łăł ĺ A_—, ă^{∂Aμ}_{∂xν} | šěŋğőř. Ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł łřĺćőńĺŋěľŋżň łőőřďĺŋăšăň ĺ ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň łőőřďĺŋăš ¡šő şęě ŋě šăł. Ĺ ść£ğăŋő

Šěőřĺ£ ŕőń£ 69

¡šő ś šěň, ůšő dA_— = A_—(x + dx) − A_—(x) | řăğŋőśšĳ ćěłšőřőć ć řăğńĺůŋżţ šőůłăţ. Łăęďżľ ĺğ ůńěŋőć řăğŋőśšĺ ŕřěőąřăğş¿šś£ řăğńĺůŋő, šăł łăł ć ťőřňşńăţ A^— =^{∂xμ}_{∂~xν} ~A ĺ A_— =^{∂~xν}_{∂xμ} ~A ňăšřĺűż^{∂~xμ}_{∂xν} ğăćĺś£š őš x.

Ůšőąż ŋăľšĺ ăŋăńőčĺ ŕřőĺğćőďŋżţ őš šěŋğőřőć, ŋő ŕřěőąřăğş- ¿źĺěś£ ŕřăćĺńĳŋő, ŋăďő őŕřěďěńĺšĳ ŕőŋ£šĺě ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă šăł, ůšőąż ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ čăńĺńěěćżţ łőőřďĺŋăš łőňŕőŋěŋšż ćěłšőřă ŕřĺ ŕěřěŋőśě ŋě ňěŋ£ńĺśĳ. Őŕřěďěńĺň

‹A^— = −`^—_–A dx^–:

Ć čăńĺńěěćőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš `^—_– = 0. Šěŕěřĳ DA^{— def}= dA^— − − ‹A^— | ćěłšőř ĺ

DA^— = ( ∂A^μ ∂x^λ +` — –A ) dx^{– def}= (∇_–A^—) dx^–:

Šăł łăł śłăń£řż ŋě ňěŋ£¿šś£ ŕřĺ ŕăřăńńěńĳŋőň ŕěřěŋőśě, šő ‹(A^—B_—) = 0. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ‹B_— = `_{—–}B dx^– ĺ

DB_— = ( ∂B_μ ∂x^λ − `—–B ) dx^– = (∇_–B_—) dx^–;

∇— ŋăğżćăěšś£ łőćăřĺăŋšŋőľ ŕřőĺğćőďŋőľ.

Ăŋăńőčĺůŋő

∇–A_— = @_–A_— − `^¸_{–—}A_¸ − `^¸_–A_{—¸}; ∇–A^— : : : = (@_– + `^—_{¸–} + : : : )A^¸ : : : ; ∇–(A_—B) = (∇_–A_—) B + A_—∇_–B; ĺ š. ď.

Ğăłőŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śĺňćőńőć Łřĺśšőťťěń£ ćżćőďĺšś£ ĺğ šěŋğőřŋőčő ţăřăłšěřă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łőćăřĺăŋšŋőľ ŕřőĺğćőďŋőľ.

∇—A =^{∂~xα}_{∂xμ}^{∂~xβ}_{∂xν} ~∇_¸ ~A_˛, őšś¿ďă `^–_— = ~`^‚_{¸˛}^{∂xλ}_{∂~xγ}^{∂~xα}_{∂xμ}^{∂~xβ}_{∂xν} +^{∂2~xρ}_{∂xμ∂xν}^{∂xλ}_{∂~xρ} :

70 Šěőřĺ£ ŕőń£

(Śřăćŋĺšě ś ŕřěőąřăğőćăŋĺěň A_— | łăńĺąřőćőůŋőľ ść£ğŋőśšĺ.)

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő (`^–_— − `^–_—) | šěŋğőř, łőšőřżľ ŋăğżćă¿š šěŋğőřőň łřşůěŋĺ£. Ěśńĺ śşźěśšćşěš śĺśšěňă łőőřďĺŋăš, čďě łřşůěŋĺě řăćŋő 0, šő őŋő ćěğďě ąşďěš řăćŋő 0 ĺ `^–_— = `^–_—. Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň šăłĺě ňěšřĺłĺ, čďě łřşůěŋĺě řăćŋő 0.

Ńőłăńĳŋő čěőďěğĺůěśłă£ śĺśšěňă łőőřďĺŋăš

Ŕşśšĳ ĺğćěśšŋő, ůšő ć šőůłě (x^—_0 ) śĺňćőńż Łřĺśšőťťěń£ řăćŋż `^–_—(x_0) = `^–_{—0}. Ćőğĳňěň ŋőćżě łőőřďĺŋăšż ćąńĺğĺ x_0: ~x^— = x^— +

+ 12`^—_{¸˛0}x^¸x^˛ + : : : Šőčďă ~`(x_0) = 0. Šăł łăł^{∂~xμ}_{∂xν} (x_0) = ‹^— , šő ¡šĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŋě ňěŋ£¿š šěŋğőřőć ć šőůłě x_0, ŕő¡šőňş ć ŋěľ őďŋőćřěňěŋŋő ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ g_— ł čăńĺńěěćőňş ćĺďş. Šăłă£ śĺśšěňă ŋăğżćăěšś£ ńőłăńĳŋő čěőďěğĺůěśłőľ.

Ść£ğĳ `^¸_— ś g_— şśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺğ şśńőćĺ£ śőčńăśőćăŋĺ£ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă ĺ őŕěřăűĺĺ ŕőďŋ£šĺ£ ĺŋďěłśőć. Ść£ğŋőśšĳ śőčńăśőćăŋă ś ňěšřĺłőľ, ěśńĺ ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś śőţřăŋ£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ĺğ ¡šőčő şśńőćĺ£ ŕőńşůăěň, ůšő

`^–_— = 12g^{–¸} ( ∂g_{μα} ∂x^ν + ∂g_{να} ∂x^μ − ∂g_{μν} ∂x^α ) : (14)

Šăłă£ ňěšřĺłă ŋăğżćăěšś£ řĺňăŋőćőľ (ŕśěćďő-řĺňăŋőćőľ).

Šěŋğőř łřĺćĺğŋż

Ŕřĺ ŕěřěŋőśě ŕő ňăńőňş ğăňłŋşšőňş łőŋšşřş ´A_— = ∮ `_{—–}A dx^– ≈ R_{—;¸˛}A´ff^{¸˛}, čďě

R_{—¸˛} =^∂ `^ν_{μβ} ∂x^α − ∂`^ν_{μα} ∂x^β +`

–¸`^–_{—˛} − `_{–˛}`^–_{—¸}: (15)

Ćěńĺůĺŋă R_{—¸˛} | ¡šő šěŋğőř, ĺąő ´A_— | řăğŋőśšĳ ć őďŋőľ šőůłě. Šěŋğőř R_{—¸˛} ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřőň łřĺćĺğŋż. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő ŕńőśłőě, R_{—¸˛} = 0 ĺ ŋăőąőřőš. Ŕěřćă£ ůăśšĳ őůěćĺďŋă. Ćšőřă£ śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ć ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ ňőęŋő ćğ£šĳ čăńĺńěěćśłş¿ śĺśšěňş, ă ĺğ R = 0 śńěďşěš ćőğňőęŋőśšĳ őďŋőğŋăůŋőčő ěě řăğŋěśěŋĺ£ ćő ćśě šőůłĺ.

Šěőřĺ£ ŕőń£ 71

Śćőľśšćă šěŋğőřă łřĺćĺğŋż

Šěŋğőř łřĺćĺğŋż R_{—¸˛} şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źĺň śőőšŋőÿěŋĺ£ň:

R^—_{¸˛} = −R^—_{˛¸}; R^—_{¸˛} + R^—_{¸˛} + R^—_{˛¸} = 0: (16) Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě śőőšŋőÿěŋĺ£ (16).

Ććěďěň ćěńĺůĺŋş R_{—¸˛}^{def}= g_{—–}R^–_{¸˛}. Ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ (14), (15), (16) ŕőśńě ćżůĺśńěŋĺľ ŕőńşůăěň, ůšő

R_{—¸˛} = 12 (@@_¸g_{—˛} + @_—@_˛g_¸ − @_—@_¸g_˛ − @@_˛g_{—¸}) + + g_{ȷff} ( `^ȷ_¸`^ff_{—˛} − `^ȷ_{—¸}`^ff_˛ ) ; (17)

őšś¿ďă śńěďşěš řăćěŋśšćő R_{—¸˛} = R_{¸˛—}.

Šěŋğőř łřĺćĺğŋż R^—_{¸˛} şďőćńěšćőř£ěš šőęďěśšćş Ąĳ£ŋłĺ

∇‚R^—_{¸˛} + ∇_¸R^—_{˛‚} + ∇_˛R^—_{‚¸} = 0: Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě ¡šő.

Şłăğăŋĺě. Ŕěřěľďĺšě ć śĺśšěňş, čďě `^¸_— = 0, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ńőłăńĳŋő čěőďěğĺůěśłőľ.

Őŕřěďěńĺň ćěńĺůĺŋş R_—^{def}= g^{¸˛}R_{—¸˛} = R^¸_{—¸}, łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřőň Řĺůůĺ.

Ĺğ (14), (15), (16), (17) śńěďşěš, ůšő

R_— =^∂ `^α_{μα} ∂x^ν − ∂`^α_{μν} ∂x^α − `¸—`˛¸˛ + `¸—˛`˛¸; R— = R—:

Łřőňě šőčő, ∇_—R^—¸ = 12^{∂R}_{∂xα} , čďě ćěńĺůĺŋă R^{def}= g^—R_— ŋăğżćăěšś£ śłăń£řŋőľ łřĺćĺğŋőľ. Ĺğ-ğă śćőľśšć śĺňňěšřĺĺ ĺ šőęďěśšćă Ąĳ£ŋłĺ śńěďşěš, ůšő šěŋğőř łřĺćĺğŋż ĺňěěš 20 ŋěğăćĺśĺňżţ łőňŕőŋěŋš, ă R_— ĺňěěš 10 ŋěğăćĺśĺňżţ łőňŕőŋěŋš, łőšőřżě şďőćńěšćőř£¿š ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş šőęďěśšćş

g^— ∇_— ( R_– − 12g_–R ) = 0: (18)

72 Šěőřĺ£ ŕőń£

Şřăćŋěŋĺ£ İľŋÿšěľŋă

İľŋÿšěľŋ ĺśţőďĺń ĺğ šőčő, ůšő şřăćŋěŋĺ£ ŋă ňěšřĺłş g_— ďőńęŋż şďőćńěšćőř£šĳ śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň:

1) ążšĳ őąźěłőćăřĺăŋšŋżňĺ;

2) ŕńőśłőě ŕřőśšřăŋśšćő (R^¸_{˛—} = 0) ďőńęŋő ążšĳ ĺţ řěÿěŋĺ- ěň; 3) ůĺśńő şřăćŋěŋĺľ ďőńęŋő ążšĳ řăćŋő ůĺśńş ŋěğăćĺśĺňżţ ŕěřěňěŋŋżţ g_— = 10 (š. ě. řăćŋő 10);

4) ążšĳ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ ćšőřőčő ŕőř£ďłă, ŕěřěţőď£źĺňĺ ć śńşůăě śńăąőľ čřăćĺšăűĺĺ ć ŋĳ¿šőŋőćśłĺě ´’ = 0.

İšĺň şśńőćĺ£ň şďőćńěšćőř£¿š şřăćŋěŋĺ£ İľŋÿšěľŋă

R_— = 0 ĺńĺ R_— − 12g_— ( g^{¸˛}R_{¸˛} ) = 0: (19)

(Ć ŕşśšőň ŕřőśšřăŋśšćě őŋĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż.)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć śńăąőň ŕőńě, š. ě. łőčďă g_— = ”_— + h_—, čďě ”_— | ňěšřĺłă Ňĺŋłőćśłőčő, h_— ≪ 1, şřăćŋěŋĺě ďćĺęěŋĺ£ ůăśšĺűż:

d^2x^i dt^2 ∼ − ∂h^{44} ∂x^i ; š. ě. h_{44} ĺčřăěš řőńĳ ŋĳ¿šőŋőćśłőčő ŕőšěŋűĺăńă ĺ şřăćŋěŋĺ£ İľŋÿšěľŋă ŕřěőąřăğş¿šś£ ć

´(h_— − 12”_—h) = 0; čďě h^{def}= ”^—h_—:

Őšś¿ďă ŕőŋ£šŋő, łăł ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ şřăćŋěŋĺě İľŋÿšěľŋă ć ŕřĺśşšśšćĺĺ ňăšěřĺĺ. Ŋăďő ďőąăćĺšĳ ć ŕřăćş¿ ůăśšĳ šěŋğőř ćšőřőčő řăŋčă T_—, šăłőľ, ůšő ć ŕřěďěńě T_{44} śšřěňĺšś£ ł ŕńőšŋőśšĺ ¡ŋěřčĺĺ, řăćŋőľ ŕńőšŋőśšĺ čřăćĺšăűĺőŋŋőľ ňăśśż. İšő šěŋğőř ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳśă ňăšěřĺĺ.

Šěőřĺ£ ŕőń£ 73

Ŕő¡šőňş şřăćŋěŋĺ£ ŕřĺňşš ćĺď

R_— − 12g_—R = T_—:

Šěŕěřĳ ćšőřőľ ůńěŋ ć ńěćőľ ůăśšĺ ŋěőąţőďĺň ďń£ śőčńăśőćăŋŋőśšĺ şřăćŋěŋĺľ, ĺąő šěŕěřĳ, ćőőąźě čőćőř£, R ≠ 0, ă g^—∇_—T_— = 0.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő šěň ęě śćőľśšćőň őąńăďăěš ńěćă£ ůăśšĳ, š. ě. ďőłăęĺšě šőęďěśšćő (18).

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć śńăąőň ŕőńě ŕőńşůă¿šś£ şřăćŋěŋĺ£ Ŋĳ¿šőŋă.

Řěÿěŋĺě. Řăśśňőšřĺň ďćĺęěŋĺě ňěďńěŋŋőľ ňăšěřĺăńĳŋőľ šőůłĺ ć śńăąőň čřăćĺšăűĺőŋŋőň ŕőńě

d^2x^i ds^2 +` i ¸˛ dx^α ds dx^β ds = 0:

Ěśńĺ v ≪ c ĺ čřăćĺšăűĺőŋŋőě ŕőńě śńăąőě, š. ě. g_— ≈ (1; 1; 1; −1) ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš t, šő, ćğ£ć ğă ŕăřăňěšř s ćřěň£ t, ŕőńşůăěň

d^2x^i dt^2 + c

2`^i_{44} = 0; x^4 = ct; `^i_{44} = `_{i;44} = −12^{∂g44}_{∂xi} :

Ćśŕőňŋĺň, ůšő `^–_— = 12g^{–¸} ( ∂g_{μα} ∂x^ν + ∂g_{να} ∂x^μ − ∂g_{μν} ∂x^α ) , ĺńĺ

d^2x^i dt^2 = − ∂˘ ∂x^i ; čďě g44 =

−1 − 2˘

c^2 :

Şřăćŋěŋĺ£ İľŋÿšěľŋă R_{ik} = −k ( T_{ik}−12g_{ik}T ) , čďě T_— = —_0u_—u;

T_{44} = —_0c^2; T = −—_0c^2 | šěŋğőř ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳśă, ŕřĺ v ≪ c ŕřĺňşš ćĺď

R_{44} = −12k—_0c^2; R_{44} ≈ −^{∂T α44}_{∂xα} ;

`^¸_{44} ≈ −`_{¸;44} = −12^{∂g44}_{∂xα} ≈ 12 ∑ ∂2g_{44} ∂x^2_α = −´˘ c^2 :

Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň, ůšő ´˘ = 12kc^2—_0. (Śň. ĎŊŤ, § 39.)

74 Šěőřĺ£ ŕőń£

Şšćěřęďěŋĺě, ůšő ŕřĺ ňăńżţ ňăśśăţ ĺ śłőřőśš£ţ şřăćŋěŋĺ£ İľŋÿšěľŋă ŕěřěţőď£š ć şřăćŋěŋĺ£ Ŋĳ¿šőŋă, ŋăğżćăěšś£ ŕřĺŋűĺŕőň śőőšćěšśšćĺ£.

[Ńěłűĺ£ 12]

Řěÿěŋĺě Ÿćăřűÿĺńĳďă

Ŋăľďěň śšăűĺőŋăřŋőě, śťěřĺůěśłĺ śĺňňěšřĺůŋőě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺľ İľŋÿšěľŋă | ăŋăńőč ŋĳ¿šőŋőćă ŕőšěŋűĺăńă

˘_Ŋ = −G^M_r :

Ğăŕĺÿěň ňěšřĺłş ć ćĺďě dȷ^2 = c^2 dt^2g_{00} −g_{11} dr^2 −r^2 d˙^2; g_{00} = e; g_{11} = e^–. Ĺğ śšăűĺőŋăřŋőśšĺ ĺ śťěřĺůěśłőľ śĺňňěšřĺĺ śńěďşěš, ůšő g_{00} = g_{00}(r), g_{11} = g_{11}(r). Ďń£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ć `^–_— ĺ R_— ĺňěěň x^0 = ct; x^1 = r; x^2 = ^; x^3 = ’; a^′ =^{∂a}_{∂r} ; _a =^{∂a}_{∂t} ; ĺ

`^1_1 = –^′=2; `^0_{10} = ^′=2; `^2_{33} = − sin ^ cos ^; `^0_{11} = _λ 2 e^{–−}; `^1_{22} = −re^{−–}; `^1_{00} = (^′=2)e^{−–};

`^2_{12} = `^3_{13} = 1=r; `^3_{23} = ctg ^; `^0_0 = _=2;

`^1_0 = _–=2; `^1_{33} = −r sin^2 ^e^{−–}

(śň. ĎŊŤ, § 39).

Śőśšăćń££ şřăćŋěŋĺě R_— = 0, ŕőńşůăěň

_– = 0; e^{−–} ( ν^′ r + 1_{r2} ) − 1 r^2 = 0; e −– ( λ^′ r − 1 r^2 ) + 1_{r2} = 0;

őšłşďă + – = f(t). Ŕřĺ ğăňěŋě t → t^′(t), → ~ = − ln ( dt^′ dt )2 ňőęŋő őąřăšĺšĳ f(t) ć 0. Ŕőśńě ůěčő ŕőńşůăěň řěÿěŋĺě

g_{00} = 1 − r_g=r; g_{11} = 11_{− rg /r} ;

Šěőřĺ£ ŕőń£ 75

čďě r_g | ŋěłă£ łőŋśšăŋšă. Ŕřĺ r → ∞ g_{00} ≈ 1 + 2˘_{c2} = 1 −^{rg}_r , ˘ =

= −^{rgc2}2 1_r . Śřăćŋĺćă£ ˘ ś ˘_Ŋ = −^{GM}_r , ŕőńşůăěň r_g = 2^{GM}_{c2} . İšş ćěńĺůĺŋş ŋăğżćă¿š čřăćĺšăűĺőŋŋżň řăďĺşśőň. Ŕřőśšżě ćżůĺśńěŋĺ£ ďă¿š r_g(Śőńŋűă) = 3 łň, r_g(Ğěňńĺ) = 0:44 śň.

İšő řěÿěŋĺě łőřřěłšŋő ďń£ r > r_g. Ŕřĺ r = r_g řěÿěŋĺě ĺňěěš śĺŋčşń£řŋőśšĳ.

Ďćĺęěŋĺě ŕěřĺčěńĺ£ Ňěřłşřĺ£ ĺ ĺśłřĺćńěŋĺě śćěšőćżţ ńşůěľ

Şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ ňăšěřĺăńĳŋőľ ůăśšĺűż

d^2x^i dτ^2 +` i — dx^μ dτ dx^ν dτ = 0; g_—^{dxμ}_{dτ}^{dxν}_{dτ} = c^2; (20)

ĺ ďń£ ďćĺęěŋĺ£ śćěšă

d^2x^i dλ^2 +` i — dx^μ dλ dx^ν dλ = 0; g_—^{dxμ}_{dλ}^{dxν}_{dλ} = 0 (21)

ňőčşš ążšĳ ćżćěďěŋż ĺğ ćăřĺăűĺőŋŋőčő ŕřĺŋűĺŕă S = ∫ L d–, čďě L = g_—^{dxμ}_{dλ}^{dxν}_{dλ} :

Ďń£ śńşůă£, łőčďă g_— | ňěšřĺłă Ÿćăřűÿĺńĳďă, ĺňěěšś£ ďćă ĺŋšěčřăńă ďćĺęěŋĺ£:

1) ćśńěďśšćĺě űěŋšřăńĳŋőľ śĺňňěšřĺĺ śőţřăŋ£ěšś£ ňőňěŋš łőńĺůěśšćă ďćĺęěŋĺ£, š. ě. ŕńőśłőśšĳ ďćĺęěŋĺ£ (^ = ı) ĺ ćěńĺůĺŋă M = r^{2 dφ}_{dτ} ;

2) ćśńěďśšćĺě śšăűĺőŋăřŋőśšĺ śőţřăŋ£ěšś£ À¡ŋěřčĺ£Á: " = = g_{00}^{dt}_{dτ} (ć śńşůăě (21), fi = –).

Ĺšăł, ĺňěěň ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě şśńőćĺě

(1 − r_g=r)c^2 ( dt dτ )2 − 11 − r_g /r ( dr dτ )2 − r^2 ( dφ dτ )2 = qc^2

(q = 1 ďń£ ůăśšĺűż ś m ≠ 0; q = 0 ďń£ śćěšă) ĺ ďćă ĺŋšěčřăńă ďćĺęěŋĺ£: (1 − r_g=r)c^{2 dt}_{dτ} = " | ¡ŋěřčĺ£ ĺ r^{2 dφ}_{dτ} = M | ňőňěŋš.

76 Šěőřĺ£ ŕőń£

Ĺğ ŋĺţ ňż ŕőńşůăěň

M^2 r^4 ( dr dφ )2 =^{ε2}_{c2} − ( qc^2 +^{M 2}_{r2} ) (1 − r_g=r) :

Śďěńăć ğăňěŋş r = 1_u, ŕőńşůăěň

M^2 ( du dφ )2 =^{ε2}_{c2} − (qc^2 + M^2u^2)(1 − r_gu) = = ( ε^2 c^2 ) + qc^2r_gu − M^2u^2 + r_gM^2u^3 − qc^2: (22)

Ďćĺęěŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ć ŕőšěŋűĺăńĳŋőň ŕőńě.

Śńşůăľ ňăśśĺćŋőľ ůăśšĺűż (q=1)

Ŕřőďĺťťěřěŋűĺřőćăć (22), ŕőńşůăěň

d^2u dφ^2 + u = ¸(1 + –u

2); (23)

čďě ¸ =^{c2rg}

2M^2

=^{Gm}_{M 2} , – = 3^{M 2}_{c2} | ňăńżľ ŕăřăňěšř (ŋăŕőňŋĺň, ůšő M | ¡šő ňőňěŋš ůăśšĺűż, ă m | ňăśśă śőńŋűă).

Ć ŋşńěćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ u = ¸(1 − " cos ’). Ěśńĺ – = 0, šő u | ŕěřĺőďĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ’, ŕřĺ – ≪ 1 ŕěřĺőď ňăńő őšńĺůěŋ őš 2ı ĺ řěÿěŋĺě ĺźěň ć ćĺďě ř£ďă Ťşřĳě. Ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ŕő – ĺňěěň

u = ¸ + –˛_0 − ¸ cos ȷ’ + – ∞∑ k=2 ˛_k cos kȷ’;

u^{′′} = ȷ^2 ( a" cos ȷ’ − – ∑ k^2˛_k cos kȷ’ ) ; (24) –u^2 = –¸^2 ( 1 − 2" cos ȷ’ + "^2 cos^2 ȷ’ ) : Şřăćŋěŋĺě (23) šěŕěřĳ ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ šăł:

¸ + –˛_0 − ¸"(ȷ^2 − 1) cos ȷ’ − – ∑ k (k^2 − 1)˛_k cos kȷ’_0 ≃ ≃¸ ( 1 + –¸^2 ( 1 − 2" cos ȷ’ + "^2 cos^2 ȷ’ )) :

Šěőřĺ£ ŕőń£ 77

Ŕřĺřăćŋĺćă£ ůńěŋż ŕřĺ cos ȷ˛ ĺ cos 2ȷ’, ŕőńşůăěň

˛_0 = ¸^3(1 +^{ε2}2 ); 1 − ȷ^2 = 2–¸^2; −3˛_2 = ¸^{3 ε2}2 ; ȷ ≈ 1 − –¸^2: Őšłşďă şčőń ňěęďş ďćşň£ ŕěřĺčěńĺ£ňĺ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ťőřňşńż

˘ = 2ı(1 + –¸^2) = 2ı + 6ı^{G2m2śőńŋűă}_{M 2c2} :

Ďń£ Ňěřłşřĺ£ ¡šă ŕőŕřăćłă ŕřĺćőďĺš ł śňěźěŋĺ¿ ŋă 43^{′′} ć śšőńěšĺě. İšő ţőřőÿő śőčńăśşěšś£ ś őŕżšőň ć ŕřěďěńăţ őÿĺąőł. Řěń£šĺćĺśšśłĺľ ¡ťťěłš ć ŕőńě 1_r ć 6 řăğ ňěŋĳÿě.

Śńşůăľ śćěšă (q=0)

Ć ¡šőň śńşůăě, ŕřőďĺťťěřěŋűĺřőćăć (22), ŕőńşůĺň ( du dφ )2 = 1_{ρ2} − u^2 + r_gu^3; (25)

čďě ȷ =^M_{cε} | ŕřĺűěńĳŋőě řăśśšő£ŋĺě. Ć ŋşńěćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ ( du dφ )2 = 1_{ρ2} −u^2 ĺňě¿š ćĺď u = 1_ρ cos(’−’_0).

İšő şřăćŋěŋĺě ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ ȷ őš Śőńŋűă. Şčőń ňěęďş ďćşň£ ŋşń£ňĺ u_0(’), š. ě. ÀăśĺňŕšőšăňĺÁ, řăćěŋ ı. Ŕřőďĺťťěřěŋűĺřőćăć (25) ŕő ’, ŕőńşůĺň

u^{′′} + u = 32r_gu^2:

Ůšőąż ŋăľšĺ ŕőŕřăćłş, ąşďěň ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě ć ćĺďě u = u_0 + + r_gu_1 + : : : , šőčďă

u^{′′}_0 + u_0 = 0; u_0 = A cos ’; (A = 1_ρ );

u^{′′}_1 + u_1 = 32u^2_0 = 32A^2 cos^2 ’; r_g | ňăńżľ ŕăřăňěšř:

78 Šěőřĺ£ ŕőń£

Ŕőńşůăěň řěÿěŋĺě u_1 = 34A^2 − 14A^2 cos 2’ + B cos ’ + C sin ’.

Ĺğ şśńőćĺ£ ( du dφ )2 = 1_ρ − u^2 + r_gu^3 śńěďşěš, ůšő A = 1_ρ ; B = 0, C őŕřěďěń£ěš ŕřőĺğćőń ć ŋăůăńě őšśůěšă ’, ŕő¡šőňş ŕőńőęĺň C = 0.

Ŋăŕřăćńěŋĺě ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĺ ’_∞ őŕřěďěń£ěšś£ şśńőćĺěň

u(’_∞) = u_0(’_∞) + r_gu_1(’_∞) = 0; A cos ’_∞ + r_g (3 4A^2 − 14A^2 cos 2’_∞ ) = 0;

’_∞ =^π2 + r_gA:

Šăłĺň őąřăğőň, őšłńőŋěŋĺě ńşůă

´’ = 2(’_∞ − ’_0) = 2r_gA = 2^{rg}_ρ ;

ůšő ţőřőÿő śőčńăśşěšś£ ś ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋżňĺ ďăŋŋżňĺ ŕő őšłńőŋěŋĺ¿ ćĺďĺňőčő ŕőńőęěŋĺ£ ğćěğď ćąńĺğĺ Śőńŋűă, ŋăąń¿ďăěňőčő ŕřĺ ŕőńŋżţ śőńŋěůŋżţ ğăšňěŋĺ£ţ.

Ĺğőšřőŕŋżě ňőďěńĺ Ťřĺďňăŋă

Řăśŕřěďěńěŋĺě ćěźěśšćă ćő Ćśěńěŋŋőľ őďŋőřőďŋő ĺ ĺğőšřőŕŋő. İšő ŕőďšćěřęďăěšś£ śőćřěňěŋŋżňĺ ăśšřőŋőňĺůěśłĺňĺ ŋăąń¿ďěŋĺ£ňĺ. Ěśšěśšćěŋŋő ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő ĺ ňěšřĺłă šăłęě őďŋőřőďŋă ĺ ĺğőšřőŕŋă. Ć ¡šőň śńşůăě śłăń£řŋă£ łřĺćĺğŋă – šřěţňěřŋőľ ňěšřĺłĺ ‚_{jk} ŕőśšő£ŋŋă (ňż śůĺšăěň, ůšő ds^2 = c^2 dt^2 − − ‚_{ik} dx^i dx^k).

Ćőğňőęŋż šřĺ śńşůă£:

1) – > 0 | ŕřőśšřăŋśšćő ŕőśšő£ŋŋőľ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ łřĺćĺğŋż. Ŕřĺňěřőň £ćń£ěšś£ śťěřă S^3 ⊂ R^4 .

2) – < 0 | ŕřőśšřăŋśšćő ŕőśšő£ŋŋőľ őšřĺűăšěńĳŋőľ łřĺćĺğŋż, ŕřőśšřăŋśšćő Ńőąăůěćśłőčő.

3) – = 0 | ŕńőśłőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő.

Šěőřĺ£ ŕőń£ 79

Śńşůăľ 1. Ňěšřĺłă ŕřőśšřăŋśšćă śőćŕăďăěš ś ňěšřĺłőľ šřěţňěřŋőľ śťěřż řăďĺşśă R, S^3 = { (x_1; x_2; x_3; y) | x^2_1 + x^2 + x^2_3 + + y^2 = R^2 } : dl^2 = dx^2_1 + dx^2 + dx^2_3 + dy^2 = dx^2_1 + dx^2 + dx^2_3 +

+ (^{x1 dx1} +^{x2 dx2} +^{x3 dx3})^2

R^2 − x^2_1 − x^2 − x^2_3

. Łřĺćĺğŋă – = 1_R , čďě R | řăďĺşś śťě-

řż ĺńĺ řăďĺşś łřĺćĺğŋż. Ććěďěň ć ŕřőśšřăŋśšćě (x_1; x_2; x_3) śťěřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż R, „, ’. Šőčďă

dl^2 =^{dr2}1_{− r2/R2} + r^2 ( sin^2 „ d’^2 + d„^2 ) : Ć ¡šĺţ łőőřďĺŋăšăţ ďńĺŋă őłřşęŋőśšĺ řăćŋă 2ır, ă řăďĺşś ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ řăćěŋ ∫ dr √ 1 − r^2/R^2

= R arcsin^r_R = Rffl, čďě ffl | ŋőćă£

łőőřďĺŋăšă ĺ r = R sin ffl.

Ŋőćżě łőőřďĺŋăšż ffl, „, ’ | ¡šő śťěřĺůěśłă£ ŕăřăňěšřĺğăűĺ£ šřěţňěřŋőľ śťěřż ĺ ňěšřĺłă ć ŋĺţ ćżřăęăěšś£ łăł

dl^2 = R^2 ( dffl^2 + sin^2 ffl ( sin^2 „ d’^2 + d„^2 )) : Ć ¡šĺţ łőőřďĺŋăšăţ ŕńőźăďĳ śťěřż řăďĺşśă ffl řăćŋă 4ıR^2 sin^2 ffl, ă őąžěň ćśěčő ŕřőśšřăŋśšćă V = 2ı^2R^3 łőŋěůěŋ.

Śńşůăľ 2. Ŕřĺ – < 0 ŕřőźě ćśěčő ŕőńşůĺšĳ ňěšřĺłş, śďěńăć ğăňěŋş R → iR ć ŕřěďżďşźěň śńşůăě. Šőčďă

dl^2 =^{dr2}1 +_{r2/R2} + r^2 ( sin^2 „ d’^2 + d„^2 ) ; ĺńĺ ŕőśńě ććěďěŋĺ£ ŋőćőľ łőőřďĺŋăšż šăłőľ, ůšő r = R sh ffl

dl^2 = R^2 ( dffl^2 + sh^2 ffl ( sin^2 „ d’^2 + d„^2 )) : Śńşůăľ 3. – = 0. İšő ŕřĺćżůŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ś ňěšřĺłőľ dl^2 = dx^2_1 + dx^2 + dx^2_3;

ĺńĺ ć śťěřĺůěśłĺţ łőőřďĺŋăšăţ r, „, ’

dl^2 = dr^2 + r^2 ( sin^2 „ d’^2 + d„^2 ) :

80 Šěőřĺ£ ŕőń£

Łăřďĺŋăńĳŋżň ÿăčőň Ťřĺďňăŋă (1922 č.) ążń őšłăğ őš śšăűĺőŋăřŋőśšĺ Ćśěńěŋŋőľ. Ťřĺďňăŋ ŕřěďŕőńőęĺń, ůšő ćő ćśěţ śńşůă- £ţ R = R(t). Ŕőśńěďş¿źĺě ŋăąń¿ďěŋĺ£ Ţăąąńă (1925 { 1927 čőďă) ŕőďšćěřďĺńĺ ¡šő ŕřěďŕőńőęěŋĺě.

Ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ ňěšřĺłĺ şďőąŋă śőŕşšśšćş¿źă£ śĺśšěňă, ć łőšőřőľ ďăŋŋă£ ůăśšĺűă ćěźěśšćă (čăńăłšĺłă) ŕőłőĺšś£. Ćżąěřěň ćřěň£ t šăł, ůšőąż ds^2 = c^2 dt^2 − dl^2. İšő őğŋăůăěš, ůšő t | śőąśšćěŋŋőě ćřěň£ ůăśšĺűż. Śńşůăľ 1. Ğăłřżšă£ ňőďěńĳ. λ>0

Ŕřĺ ŋăÿěň ćżąőřě ňěšřĺłă řăćŋă

ds^2 = c^2 dt^2 − R^2(t) ( dffl^2 + sin^2 ffl ( d„^2 + sin^2 „ d’^2 )) : Ććěďěň ŋőćş¿ łőőřďĺŋăšş ” šăł, ůšőąż c dt = R(”) d”. Šőčďă ds^2 = R^2(”) ( d”^2 − dffl^2 − sin^2 ffl ( d„^2 + sin^2 „ d’^2 )) : Ćżŕĺÿěň łőňŕőŋěŋšż ňěšřĺůěśłőčő šěŋğőřă, śĺňćőńż Łřĺśšőťťěń£ ĺ łőňŕőŋěŋšż šěŋğőřă Řĺůůĺ.

g_{00} = R^2(”); g_{11} = −R^2(”); g_{22} = −R^2(”) sin^2 ffl; g_{33} = −R^2(”) sin^2 ffl sin^2 „;

`^0 =^{R′}(^η)_R(_η) ; `^0_{ik} =^{R′}(^η)_{R3}(_η)g_{ik}; `^i_{0k} =^{R′}(^η)_R(_η) ‹^i_k; `^0_i = `^i_{00} = 0:

Ğďěśĳ ÿšřĺţ őğŋăůăěš ŕřőĺğćőďŋş¿ ŕő ” ( R^′(”) =^{dR}_{dη} ) . Ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŋěŋşńěćă£ ćěńĺůĺŋă R^0 řăćŋă R^0 = − 3_{R4} (η) ((R^′(”))^2 − − R(”)R^{′′}(”)), ă śłăń£řŋă£ łřĺćĺğŋă řăćŋă

R = − 6_{R3}(_η)(R(”) + R^{′′}(”)):

Šőčďă R^0 − 12R = 3_{R4}(_η)(R^2(”) + (R^′(”))^2):

Šěőřĺ£ ŕőń£ 81

Őąőğŋăůĺň šş ęě łőňŕőŋěŋšş šěŋğőřă ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳśă T^0_0 ůěřěğ "(”).

Şřăćŋěŋĺě İľŋÿšěľŋă ŕřěćřăźăěšś£ ć őążłŋőćěŋŋőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě 3 R^4(η) ( R^2(”) + ( R^′(”) )2) = 8^π_{c4} ‚"(”): (26)

Śďěńăěň ŕřěďŕőńőęěŋĺě, ůšő ćğăĺňőďěľśšćĺěň ćěźěśšćă ňőęŋő ŕřěŋěąřěůĳ, š. ě. ďăćńěŋĺě p = 0 ĺ "(”) = c^2—(”), čďě —(”) | ŕńőšŋőśšĳ ňăšěřĺĺ (ňăśśż). İšă ňőďěńĳ ŋăğżćăěšś£ ŕżńěćĺďŋőľ ňăšěřĺěľ. Łřőňě šőčő, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő őąźă£ ňăśśă ćěźěśšćă ćő Ćśěńěŋŋőľ

M = 2ı^2R^3(”)—(”) = const; ĺńĺ —(”) =^M2_{π2R3}(_η):

İšĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ ŋăğżćă¿šś£ şřăćŋěŋĺ£ňĺ śőśšő£ŋĺ£. Ŕőďśšăćń££ ĺţ ć şřăćŋěŋĺě (26), ŕőńşůăěň 3 R(η) ( R^2(”) + ( R^′(”) )2) = 4^{Mγ}_{πc2} ; ∫ dR √ 4γM 3πc^2 R − R^2 = ±” + const :

Ćżďěń££ ŕőńŋżľ łćăďřăš ĺ őąőğŋăůă£ 2^{γM} 3πc^2 = R_0, ŕőńşůăěň

arcsin ( R R_0 − 1 ) = ±” + const :

Śšăŋďăřšŋżľ ćżąőř ğŋăłă ĺ łőŋśšăŋšż ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕřĺćőďĺš ł őłőŋůăšěńĳŋőňş řěğşńĳšăšş

R(”) = R_0(1 − cos ”):

Ůšőąż ŋăľšĺ t, ŕőďśšăćĺň ŕőńşůěŋŋőě ćżřăęěŋĺě ć şřăćŋěŋĺě c dt = R(”) d”, šőčďă

t =^{R0}_c ∫ (1 − cos ”) d” =^{R0}_c (” − sin ”):

82 Šěőřĺ£ ŕőń£

Őłőŋůăšěńĳŋżľ őšćěš R = R_0(1 − cos ”); t =^{R0}_c (” − sin ”);

R_0 = 2^{γM}3_{πc2} :

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő řăďĺşś Ćśěńěŋŋőľ R(t) ĺğňěŋ£ěšś£ ŕő űĺłńőĺďě, ćőğřăśšă£ őš 0 ŕřĺ t = 0 ďő ňăłśĺňăńĳŋőčő ğŋăůěŋĺ£ R = 2R_0 ŕřĺ t =^{πR0}_c , ă ğăšěň şążćă£ ďő 0 ŕřĺ t = 2^{πR0}_c .

Řĺś. 6.

Şůěš ďăćńěŋĺ£ ŋě ňěŋ£ěš ťăłšă śĺŋčşń£řŋőśšĺ. Śńşůăľ 2. Őšłřżšă£ ňőďěńĳ. λ<0

Łăł ĺ ć ğăłřżšőľ ňőďěńĺ, ŕřĺ ŋăÿěň ćżąőřě ňěšřĺłă řăćŋă ds^2 = c^2 dt^2 − R^2(t) ( dffl^2 + sh^2 ffl ( d„^2 + sin^2 „ d’^2 )) : Šăł ęě, łăł ĺ ć ğăłřżšőľ ňőďěńĺ, ććőďĺň ŋőćş¿ łőőřďĺŋăšş ” šăłş¿, ůšő c dt = R(”) d”. Ŕőśńě ăŋăńőčĺůŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ łőňŕőŋěŋš ňěšřĺůěśłőčő šěŋğőřă, śĺňćőńőć Łřĺśšőťťěń£ ĺ łőňŕőŋěŋš šěŋğőřă Řĺůůĺ, şřăćŋěŋĺě İľŋÿšěľŋă ŕřěćřăźăěšś£ ć őążłŋőćěŋŋőě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě 3 R^4(η) (( R^′(”) )2 − R^2(”) ) = 8^π_{c4} ‚"(”):

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ 83

Řěÿă£ ěčő ć ňőďěńĺ ŕżńěćĺďŋőľ ňăšěřĺĺ ĺ ŕřěďŕőńăčă£, łăł ĺ ć ğăłřżšőľ ňőďěńĺ, ůšő 2ı—(”)R^3(”) = M = const, ŕőńşůăěň R =R_0(ch ” − 1); t =^{R0}_c (sh ” − ”);

R_0 =2^{γM}3_{πc2} :

Ğăďăůă. Ŕřőďěńăľšě ¡šĺ ćżůĺśńěŋĺ£.

Ğăďăůă. Ŕřőďěńăľšě ŕőďőąŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ć śńşůăě ŕńőśłőľ ňőďěńĺ (– = 0).

Ĺŋšěřěśŋő, ůšő ćő ćśěţ šřěţ ňőďěń£ţ ć šőůłě śĺŋčşń£řŋőśšĺ t ∼ 0 řăďĺşś Ćśěńěŋŋőľ ćěďěš śěą£ őďĺŋăłőćő: R(t) ∼ t^{2=3}.

(ŃŃ2, Čń. 10 { 12, § 81 { 88, 91 { 103, ś. 288 { 324, 330 { 407; ĎŊŤ, ů. I, § 39, ś. 372 { 386; ů. II, § 31, ś. 705 { 731.)

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

[5-ľ śěňěśšř]

Ă. Ă. Łăďěľÿćĺńĺ, Ă. Č. Łşńăłőć

Ŕřĺćőďĺšś£ ŋăąőř šěň ĺ ğăďăů, łőšőřżě řăğąĺřăńĺśĳ ŋă śěňĺŋăřśłĺţ ğăŋ£šĺ£ţ. Łřőňě šőčő, ŋă śěňĺŋăřăţ řăğąĺřăńĺśĳ ğăďăůĺ, ďăŋŋżě ŋă ńěłűĺ£ţ. Śěňĺŋăř 1

Šěňż:

1) Śĺśšěňż őšśůěšă.

2) Ńĺŋěľłă ś ůăśăňĺ, ůăśż śĺŋţřőŋĺğĺřőćăŋż. 3) Ĺğňěřěŋĺě ďńĺŋż ĺ ćřěňěŋĺ.

84 Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

4) Ŕőśšő£ŋśšćő śłőřőśšĺ śćěšă ć ĺŋěřűĺăńĳŋőľ śĺśšěňě őšśůě- šă. 5) Łăł śńěďśšćĺě, ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńőřěŋűă.

6) Ĺğňěřěŋĺě śłőřőśšĺ ĺ şśłőřěŋĺ£.

7) 4-śłőřőśšĳ, 4-şśłőřěŋĺě.

Ğăďăůă 1. Ďćě śĺśšěňż őšśůěšă ďćĺęşšś£ śő śłőřőśš£ňĺ v_1, v_2 őšŋőśĺšěńĳŋő šřěšĳěľ śĺśšěňż őšśůěšă. Ŋăľďĺšě ĺţ őšŋőśĺšěńĳŋş¿ śłőřőśšĳ.

Ğăďăůă 2. Ŋăąń¿ďăšěńĳ ďćĺęěšś£ ś ŕőśšő£ŋŋżň şśłőřěŋĺěň őšŋőśĺšěńĳŋő śőąśšćěŋŋőľ śĺśšěňż őšśůěšă. Őŕĺÿĺšě ďćĺęěŋĺě ŋăąń¿ďăšěń£ ć ĺŋěřűĺăńĳŋőľ śĺśšěňě őšśůěšă. Ŕřĺňěůăŋĺě: łőŋűż ńĺŋěľłĺ ŋěŕőďćĺęŋż ďřşč őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčă. Ŕő¡šőňş ć ňčŋőćěŋŋő śőŕşšśšćş¿źěľ śĺśšěňě őšśůěšă ńĺŋěľłă ŕőłőĺšś£ ĺ śőćŕăďăěš ś őśĳ¿ x.

Ğăďăůă 3. Ďőłăęĺšě, ůšő 4-şśłőřěŋĺě^{dvα}_{dt} ĺňěěš ńĺÿĳ 3 ŋě-

ğăćĺśĺňżě łőňŕőŋěŋšż. Ść£ęĺšě^{dvα}_{dt} ś şśłőřěŋĺěň, ĺğňěř£ěňżň ŋăąń¿ďăšěńěň ć śćőěľ śĺśšěňě őšśůěšă.

Ğăďăůă 4. Śĺśšěňă S^′ ďćĺęěšś£ śő śłőřőśšĳ¿ ˛ őšŋőśĺšěńĳŋő śĺśšěňż őšśůěšă S. Ŕőď şčńőň ^^′ ł ˛ ć śĺśšěňě S^′ ćżŕşźěŋă ŕşń£ śő śłőřőśšĳ¿ v^′. Ůěňş řăćěŋ şčőń ć śĺśšěňě S?

Ğăďăůă 5. Šăţĺőŋ ĺňěěš śłőřőśšĳ u. Šăţĺőŋ ĺğńşůăěšś£ ŕőłő- £źĺňś£ ĺśšőůŋĺłőň, ă ŕřĺŋĺňăěšś£ şďăń£¿źĺňś£ śő śłőřőśšĳ¿ v ŋăąń¿ďăšěńěň ĺ ŕőśżńăěšś£ ŋăğăď. Ć ňőňěŋš ŕřĺěňă řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ŋĺňĺ L. Ůěřěğ łăłőě ćřěň£ ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋ šăţĺőŋŋżľ őšćěš?

Ğăďăůă 6. Ćżćěďĺšě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńőřěŋűă ĺğ śńěďş¿źĺţ ŕřěďŕőńőęěŋĺľ:

ă) ůěšżřěţňěřŋżě ŕř£ňżě ŕěřěţőď£š ć ůěšżřěţňěřŋżě,

ą) łőŋěůŋżě šőůłĺ ŋě ňőčşš ŕěřěţőďĺšĳ ć ąěśłőŋěůŋżě,

ć) łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă x^2 + y^2 + z^2 − c^2t^2 śőţřăŋ£ěšś£.

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ 85

Ğăďăůă 7. Ćżćěďĺšě ťőřňşńż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńőřěŋűă ĺğ šőčő ťăłšă, ůšő ŕřĺ ğăňěŋě ict = fi łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă x^2 + y^2 + + z^2 − c^2t^2 ŕěřěţőďĺš ć x^2 + y^2 + z^2 + fi^2.

Śěňĺŋăř 2

Šěňă: 4-śłőřőśšĳ ĺ ěě ŕřĺňěŋěŋĺě.

Ğăďăůă 1. Ćżůĺśńĺšě łőňŕőŋěŋšż 4-śłőřőśšĺ. Őšćěš:

u_¸ =^{dxα}_{ds} ; ds = √ dx^2_0 − dx^2_1^{x0=ct}= c dt √ 1 −^{v2}_{c2} ;

u_¸ = ( 1 √ 1 − v^2/c^2

;^v √ 1 − v^2/c^2 ) : (27)

Ğăďăůă 2. Ŋăľďĺšě ňőďşńĳ őšŋőśĺšěńĳŋőľ śłőřőśšĺ śĺśšěňż Ł_1 őšŋőśĺšěńĳŋő śĺśšěňż Ł_2.

Ğăďăůă 3. Ł-őŋ ŋăńěšăěš ŋă ŕřőšőŋ. Ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő ćżńěšăěš ŋěľšřőŋ ĺ ŕőď şčńőň | ŕĺőŋ. Ŕřĺ łăłĺţ Ě_ł řěăłűĺ£ ćőğňőę- ŋă? Őšćěš: E_k ¿^{m2k} +^{m2p} +^{m2n −} 2^{mkmp − m2π}

2(m_p − m_n) (c = 1), ŕĺőŋ ńěšĺš śő śłőřőśšĳ¿ śćěšă.

Ğăďăůă 4. Ŋăľďĺšě ňĺřőćş¿ ńĺŋĺ¿ šěńă, łőšőřőě ć śőŕşšśšćş¿źěľ śĺśšěňě őšśůěšă ĺňěěš ŕőśšő£ŋŋőě şśłőřěŋĺě.

Ğăďăůă 5. Śšěřęěŋĳ ďńĺŋż l śłőńĳğĺš śő śłőřőśšĳ¿ v ňĺňő £ňż ÿĺřĺŋż L. Ŕřĺ łăłőň śőőšŋőÿěŋĺĺ ňěęďş l, L, v śšěřęěŋĳ ŕřőćăńĺšś£ ć £ňş?

Śěňĺŋăř 3

Šěňż:

1) Ńăčřăŋęĺăŋ.

2) Şřăćŋěŋĺ£ İľńěřă { Ńăčřăŋęă.

3) Čăňĺńĳšőŋőćă ğăŕĺśĳ łăŋőŋĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ.

86 Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

4) Ďěľśšćĺě ć čăňĺńĳšőŋőćőľ ťőřňě.

Ğăďăůă 1. Ğăŕĺÿĺšě ńăčřăŋęĺăŋ, łăŋőŋĺůěśłĺě ĺňŕşńĳśż ĺ čăňĺńĳšőŋĺăŋ śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż ć śťěřĺůěśłĺţ łőőřďĺŋăšăţ.

Ğăďăůă 2. Šő ęě śăňőě ďń£ řěń£šĺćĺśšśłőľ ůăśšĺűż. Ğăďăůă 3. Šő ęě śăňőě ďń£ řěčşń£šőřă Şăššă. Ğăďăůă 4. Őŕĺÿĺšě ďćĺęěŋĺě ğăř£ęěŋŋőľ řěń£šĺćĺśšśłőľ ůăśšĺűż ć ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőň ŕőńě.

Ğăďăůă 5. Ŋăľďĺšě ůăśšőšş łőńěąăŋĺ£ ďćşţ čřşğĺłőć ňăśś m_i, ść£ğăŋŋżţ ŕřşęĺŋőľ ęěśšłőśšĺ k.

Ğăďăůă 6. 2 ÿăřĺłă, ść£ğăŋŋżě ŕřşęĺŋőľ, ś ¡ŋěřčĺěľ W ŋăńěšă¿š ŋă śšěŋłş. Őšśłőł ă) şŕřşčĺľ, ą) ŋě şŕřşčĺľ. Ŋăľďĺšě W_{łĺŋ}, W_{łőńěą} ŕőśńě őšśłőłă.

Ğăďăůă 7. Őŕřěďěńĺšě ďćĺęěŋĺě śĺňňěšřĺůŋőčő ćőńůłă ś ğăłřěŕńěŋŋőľ šőůłőľ.

Şłăğăŋĺě.

1) Ŕőńőęěŋĺě šěńă ğăďăěšś£ šřěň£ şčńăňĺ ¡ľńěřă. 2) Ďćĺęěŋĺě šěńă ğăďăěšś£ şčńőćőľ śłőřőśšĳ¿. 3) Ńăčřăŋęĺăŋ. 4) Šěŋğőř ĺŋěřűĺĺ. 5) Ňőňěŋš ĺňŕşńĳśă. 6) Ğăłőŋż śőţřăŋěŋĺ£.

Ğăďăůă 8. Řăğąěřĺšě śńşůăľ š£ęěńőčő śĺňňěšřĺůŋőčő ćőńůłă ś ğăłřěŕńěŋŋőľ ŋĺęŋěľ šőůłőľ. Śěňĺŋăř 4

Šěňż:

1) Ďćĺęěŋĺě ć ŕőśšő£ŋŋőň ĺ őďŋőřőďŋőň ňăčŋĺšŋőň ŕőńě. 2) Ďćĺęěŋĺě ć Łşńőŋőćőň ŕőńě. 3) Łőńěąăŋĺě śšřşŋż.

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ 87

Śěňĺŋăř 5

Šěňż:

1) Ŕőńě řăćŋőňěřŋő ğăř£ęěŋŋőčő ÿăřă. 2) Ŕőńě ŕńőśłőśšĺ. 3) Ÿăř ś ŕőńőśšĳ¿.

4) Ŕřőćőďŋĺł ć ¡ńěłšřĺůěśłőň ŕőńě. 5) İŋěřčĺ£ ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£.

Ğăďăůă 1. Ŋăľďĺšě řăśŕřěďěńěŋĺě ğăř£ďă ŋă ŕřőćőď£źěľ ŕńőśłőśšĺ ćąńĺğĺ ğăř£ďă q.

Ğăďăůă 2. Ŕřőćőď£źĺľ ÿăř ŋăţőďĺšś£ ć őďŋőřőďŋőň ¡ńěłšřĺůěśłőň ŕőńě. Ŋăľďĺšě řăśŕřěďěńěŋĺě ğăř£ďă ĺ ŕőńě, śőğďăćăěňőě ÿăřőň.

Ğăďăůă 3. Ąěśłőŋěůŋżľ űĺńĺŋďřĺůěśłĺľ ŕřőćőďŋĺł ŕőňěźěŋ ć őďŋőřőďŋőě ¡ńěłšřĺůěśłőě ŕőńě. Ŋăľďĺšě řăśŕřěďěńěŋĺě ğăř£ďă ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ŕřőćőďŋĺłă.

Ğăďăůă 4. Ćżůĺśńĺšě ¡ŋěřčĺ¿ řăćŋőňěřŋő ğăř£ęěŋŋőčő ÿă- řă. Ğăďăůă 5. Ďăŋő ďěľśšćĺě S = −mc^∫ ds−^e_c^∫ A_— dx^—. Ćżćěďĺšě ĺğ ¡šőčő ďěľśšćĺ£ ğăłőŋ ďćĺęěŋĺ£ ůăśšĺűż. Śěňĺŋăř 6

Šěňż:

1) Ŕőńě ďńĺŋŋőčő ŕřőćőďă.

2) Ŕőńě ąěśłőŋěůŋő ďńĺŋŋőčő śőńěŋőĺďă.

3) Ŕőńě ďńĺŋŋőčő ŕřőćőďă ć ďćĺęşźěľś£ śĺśšěňě őšśůěšă. 4) Ŕőń£ ďćĺęşźĺţś£ ğăř£ďőć.

5) Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ďń£ ŕőńěľ ĺ ŕőšěŋűĺăńőć.

88 Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

6) Ŕőšěŋűĺăń Ńĺěŋăřă { Ćĺţěřšă.

7) Ňăčŋĺšŋżľ ďĺŕőńĳ. Ŕőńě ďĺŕőń£.

Śěňĺŋăř 7

Ğăďăůă 1. Őśűĺńń£šőř ĺňěěš ňăśśş m, ğăř£ď e, ęěśšłőśšĳ ŕřşęĺŋż k. Ŋăľďĺšě ĺğňěŋěŋĺě ăňŕńĺšşďż, ść£ğăŋŋőě ś ĺğńşůěŋĺěň ¡ŋěřčĺĺ (śůĺšăěň, ůšő ůăśšőšă !_0 ŋě ňěŋ£ěšś£).

Őšćěš: _x = −2^{e2ω20}3_m x.

Ğăďăůă 2. Őŕřěďěńĺšě ĺğńşůěŋĺě ďĺŕőń£ d, ćřăźă¿źěčőś£ ć ŕńőśłőśšĺ ś şčńőćőľ śłőřőśšĳ¿ ˙.

Ğăďăůă 3. Őŕřěďěńĺšě ¡ŋěřčĺ¿ ĺğńşůěŋĺ£ őśűĺńń£šőřă ć ŕőńě ŕăďă¿źěľ ŋă ŋěčő ćőńŋż.

Śěňĺŋăř 8

Šěňă: ňőŋőŕőńĳ Ďĺřăłă.

Śěňĺŋăř 9

Šěňă: ňőŋőŕőńĳ š’Ţőťšă { Ŕőń£łőćă.

Śěňĺŋăř 10

Šěňă: řěÿěŋĺě Ÿćăřűÿĺńĳďă şřăćŋěŋĺľ İľŋÿšěľŋă.

Śěňĺŋăř 11

Šěňă: ňőďěńĺ Ťřĺďňăŋă ĺ ść£ğăŋŋżě ś ŋĺňĺ ğăďăůĺ. Ğăďăůă 1. Łăłş¿ ůăśšĳ ćśěńěŋŋőľ ćĺďĺš ŋăąń¿ďăšěńĳ ć ňőďěń£ţ Ťřĺďňăŋă?

Ğăďăůă 2. Łăłőćă ść£ğĳ łőŋśšăŋšż Ţăąąńă ĺ łřĺćĺğŋż ć ňőďěń£ţ Ťřĺďňăŋă?

Őšćěš: H = _R cR .

Ćőğňőęŋżě ğăďăůĺ ďń£ ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă 89

Śěňĺŋăř 12

Šěňă: łăřšż Łřşśłăńă ć ğăďăůě Ÿćăřűÿĺńĳďă.

Ćőğňőęŋżě ğăďăůĺ ďń£ ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă

Ğăďăůă 1^∗. Ŋăľďĺšě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ (x; y; z; t) → (x^′; y^′; z^′; t^′), łőšőřżě őąńăďă¿š śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

1) (0; 0; 0; 0) → (0; 0; 0; 0).

2) (∗; 0; 0; ∗) → (∗; 0; 0; ∗).

3) Ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżě ŕř£ňżě ŕěřěţőď£š ć ŕř£ňżě, őšńĺůă¿- źĺěś£ śďćĺčőň.

4) Śőţřăŋ£¿š řăćŋőňěřŋőě, ŕř£ňőńĺŋěľŋőě ďćĺęěŋĺě.

5) Śćěšőćőľ łőŋşś ŕěřěţőďĺš ć śěą£.

6) Śőďěřęăš ŕőďčřşŕŕş ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżţ ćřăźěŋĺľ.

Ğăďăůă 2. Ŋăľďĺšě ğăłőŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ăŋšĺśĺňňěšřĺůŋőčő šěŋğőřă F_— ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ Ńőřěŋűă śő śłőřőśšĳ¿ ~v = = (v_1; 0; 0; 0). Řěğşńĳšăš ćżřăğĺšĳ ďń£ ~E ĺ ~H. Ćżřăğĺšĳ ůěřěğ ŋĺţ F_—F^{∗—} ĺ F_—F^—.

Ğăďăůă 3. Śłőńĳłő ćřěňěŋĺ ŕő ğěňŋżň ůăśăň ğăľňěš ŕşšěÿěśšćĺě ďő ğćěğďż ĺ őąřăšŋő, ěśńĺ řăśśšő£ŋĺě ďő ŋěě 1 śćěšőćőľ čőď, ă śłőřőśšĳ řăłěšż v = √ 0:9999 c? Ŋă śłőńĳłő ćřěňěŋĺ ŋşęŋő ąřăšĳ ěďş? Ćő śłőńĳłő řăğ ąőńĳÿě šőŕńĺćă ŋşęŋő ŕőšřăšĺšĳ ďń£ řăğčőŋă řăłěšż, ůěň ć śńşůăě ćżćőďă ěě ŋă őłőńőğěňŋş¿ őřąĺšş?

Ğăďăůă 4. Ŋăľďĺšě ŋăĺąőńĳÿş¿ ¡ŋěřčĺ¿ őďŋőľ ĺğ ŕőńşůĺćÿĺţś£ ŕřĺ řăśŕăďě (M → m_1 + m_2 + m_3) ůăśšĺű.

Ğăďăůă 5. Ŋăľďĺšě šřăěłšőřĺ¿ ğăř£ęěŋŋőľ ůăśšĺűż ć ŕőśšő- £ŋŋőň ¡ńěłšřĺůěśłőň ŕőńě.

90 Ćőğňőęŋżě ğăďăůĺ ďń£ ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă

Ğăďăůă 6. Ŋăľďĺšě šřăěłšőřĺ¿ ğăř£ęěŋŋőľ ůăśšĺűż ć ŕőśšő- £ŋŋőň ňăčŋĺšŋőň ŕőńě.

Ğăďăůă 7. Ŋăľďĺšě šřăěłšőřĺ¿ ğăř£ęěŋŋőľ ůăśšĺűż ć ŕőśšő£ŋŋżţ ¡ńěłšřĺůěśłőň ĺ ňăčŋĺšŋőň ŕőń£ţ, ŕăřăńńěńĳŋżţ ďřşč ďřşčş.

Ğăďăůă 8. Ŋăľďĺšě ćżřăęěŋĺě ďń£ ńăŕńăśĺăŋă ć śťěřĺůěśłĺţ łőőřďĺŋăšăţ.

Ğăďăůă 9. Ďőłăęĺšě šőęďěśšćă:

1) div(’ ~A) = ’ div ~A + ~A grad ’;

2) rot(’ ~A) = ’ rot ~A − ~A × grad ’;

3) div[ ~A ~B ] = ~B rot ~A − ~A rot ~B;

4) rot rot ~A = −´ ~A + grad div ~A.

Ğăďăůă 10. Ŋăľďĺšě ¡ńěłšřĺůěśłőě ŕőńě, śőğďăćăěňőě řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋżň ğăř£ďőň q ŕő łőńĳűş řăďĺşśă r ĺ šőůěůŋżň ğăř£ďőň −q ć űěŋšřě ¡šőčő łőńĳűă, ŋă őśĺ łőńĳűă ŋă řăśśšő£ŋĺĺ x ≫ r.

Ğăďăůă 11. Ŕőłăęĺšě, ůšő ~E^2 − ~H^2 ĺ ~E ~H ĺŋćăřĺăŋšŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Ńőřěŋűă.

Ğăďăůă 12. Ůăśšĺűă Ň ňăśśż M ĺ P = p_M ŋăńěšăěš ŋă ŕőłő£źş¿ś£ ůăśšĺűş ň ňăśśż m ĺ P = 0. Őąřăğşěšś£ ůăśšĺűă —. Ŋăľďĺšě ěě ňăśśş, ĺňŕşńĳś ĺ śłőřőśšĳ.

Ğăďăůă 13. Ŋăľďĺšě ¡ńěłšřĺůěśłőě ĺ ňăčŋĺšŋőě ŕőńě ğăř£- ęěŋŋőľ ůăśšĺűż, ďćĺęşźěľś£ ś ŕőśšő£ŋŋőľ śłőřőśšĳ¿ v.

Ğăďăůă 14. Ďĺŕőńĳ ~d ćřăźăěšś£ śő śłőřőśšĳ¿ ˙ ć ŕńőśłőśšĺ. Łăłş¿ ¡ŋěřčĺ¿ őŋ ĺğńşůăěš?

Ğăďăůă 15. Ŋăľďĺšě šěŋğőř ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳśă, ŕńőšŋőśšĳ ¡ŋěřčĺĺ ĺ ŕőšőł ¡ŋěřčĺĺ İŇ ŕőń£.

Ğăďăůă 16. Ŋăľďĺšě ŕőńě ć ŕőńőśšĺ řăćŋőňěřŋő ğăř£ęěŋŋőčő ÿăřă ś ÿăřőćőľ ŕőńőśšĳ¿.

Ŕřĺňěř ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă, 5-ľ śěňěśšř 91

Ŕřĺňěř ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ, 5-ľ śěňěśšř

Ćăřĺăŋš I

Šěőřěšĺůěśłĺě ćőŕřőśż

1. Ćżćěďĺšě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńőřěŋűă ĺğ ŕřĺŋűĺŕőć İľŋÿšěľ- ŋă. 2. ă) Łăńĺąřőćőůŋă£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ć ¡ńěłšřőďĺŋăňĺłě. Łăńĺąřőćłă Ńőřěŋűă ĺ łăńĺąřőćłă Łşńőŋă.

ą) Łăńĺąřőćőůŋă£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ć šěőřĺ£ţ §ŋčă { Ňĺńńśă. 3. İńěłšřőňăčŋĺšŋżě ćőńŋż ć ŕşśšőšě. Ŕńőšŋőśšĳ ¡ŋěřčĺĺĺňŕşńĳśă ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋżţ ćőńŋ.

Ğăďăůĺ

1. Ŋăľďĺšě ŋăĺąőńĳÿş¿ ¡ŋěřčĺ¿ şŋőśĺňş¿ őďŋőľ ĺğ ůăśšĺű ŕřĺ řăśŕăďě ůăśšĺűż ňăśśż M ŋă šřĺ ůăśšĺűż ňăśś m_1, m_2, m_3.

2. Šěńěęłă łăšĺšś£ ŕő śšőńş śő śłőřőśšĳ¿ ˛, ŕő ŋěľ łăšĺšś£ ćšőřă£ šěńěęłă ś őšŋőśĺšěńĳŋőľ śłőřőśšĳ¿ ˛, ĺ š. ď. n-£ šěńěęłă łăšĺšś£ ŕő (n − 1)-ľ őšŋőśĺšěńĳŋőľ śłőřőśšĳ¿ ˛. Ŋăľďĺšě śłőřőśšĳ n-ľ šěńěęłĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőńă ĺ ěě ŕřěďěń ŕřĺ n → ∞.

3. Ğăř£ęěŋŋş¿ ůăśšĺűş ňăśśż m ĺ ğăř£ďă e řăğčőŋ£¿š ďő śłőřőśšĺ v. Ć ďĺŕőńĳŋőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ ŋăľďĺšě ğăšřăůěŋŋş¿ ¡ŋěřčĺ¿.

4. Ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń ąěśłőŋěůŋőčő śőőśŋőčő ś őśĳ¿ z śőńěŋőĺďă ĺňěěš ćŋě śőńěŋőĺďă ćĺď

A_x = −k^y_{x2} +_{y2} ; A_y = k^x_{x2} +_{y2} ; A_z = 0:

Ŋăŕř£ęěŋŋőśšĳ ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ ćŋě śőńěŋőĺďă řăćŋă 0. Ŋăľďĺšě łăńĺąřőćőůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ğăŋşń£¿źěě A ćŋě śőńěŋőĺďă.

Ćăřĺăŋš II

Šěőřěšĺůěśłĺě ćőŕřőśż

92 Ŕřĺňěř ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă, 5-ľ śěňěśšř

1. Ćżćěďĺšě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńőřěŋűă ĺğ ďćşţ ŕőśšşńăšőć İľŋÿšěľŋă (ŕřĺŋűĺŕă őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ ĺ ŕřĺŋűĺŕă ŋěğăćĺśĺňőśšĺ śłőřőśšĺ śćěšă).

2. Ĺğńşůěŋĺě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋżţ ćőńŋ. Ťőřňşńă ďń£ ďĺŕőńĳŋőčő ĺğńşůěŋĺ£.

3. Ĺŋśšăŋšőŋż.

Ğăďăůĺ

1. Ŋă ŕőłő£źş¿ś£ ůăśšĺűş ňăśśż m_1 ŋăńěšăěš ůăśšĺűă ňăśśż m_2 ĺ ĺňŕşńĳśă p. Ŋăľďĺšě ňăśśş, ĺňŕşńĳś ĺ śłőřőśšĳ őąřăğőćăćÿěľś£ ůăśšĺűż.

2. Ğăř£ď q řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋ ŕő őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă r. Ŋăľďĺšě ŋěśłőńĳłő (ąőńĳÿě őďŋőčő) ůńěŋőć řăğńőęěŋĺ£ ŋăŕř£- ęěŋŋőśšĺ ¡ńěłšřĺůěśłőčő ŕőń£ E ć šőůłě, řăśŕőńőęěŋŋőľ ŋă őśĺ őłřşęŋőśšĺ ŋă řăśśšő£ŋĺĺ l ≫ r őš űěŋšřă őłřşęŋőśšĺ.

3. Őŕřěďěńĺšě ¡ŋěřčĺ¿ ĺğńşůěŋĺě ďĺŕőń£ d, ćřăźă¿źěčőś£ ć ŕńőśłőśšĺ ś şčńőćőľ śłőřőśšĳ¿ ˙.

4. Ğăř£ęěŋŋă£ ůăśšĺűă ćřăźăěšś£ ć ŕńőśłőśšĺ 0xy ś şčńőćőľ śłőřőśšĳ¿ ! ć ňăčŋĺšŋőň ŕőńě ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőň ŕńőśłőśšĺ ś ŋăŕř£ęěŋŋőśšĳ¿ H =^A_{rn} (r^2 = x^2 + y^2). Ďćĺęěŋĺě ůăśšĺűż ćőğňşźă¿š ć čőřĺğőŋšăńĳŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Ŋăľďĺšě ůăśšőšş ˙ řăďĺăńĳŋżţ łőńěąăŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďćĺęěŋĺ£ ŕő ŕěřćőŋăůăńĳŋőľ őłřşęŋőśšĺ.

6 śěňěśšř

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

İŕĺčřăťż:

1. Ŋ. Ąőř (1935) ÀŇěęďş śşźěśšćěŋŋő řăğńĺůŋżňĺ ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋżňĺ şśšăŋőćłăňĺ ĺ ŕřőűěśśăňĺ ĺğňěřěŋĺ£, ĺğ łőšőřżţ őďŋĺ ďőŕşśłă¿š őďŋőğŋăůŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě ŕőŋ£šĺ£ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőľ ńőłăńĺğăűĺĺ, ă ďřşčĺě | ğăłőŋŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě šěőřěňż ő śőţřăŋěŋĺĺ łőńĺůěśšćă ďćĺęěŋĺ£, śşźěśšćşěš őšŋőÿěŋĺě ďőŕőńŋĺšěńĳŋőśšĺ: ś łăęďőľ ŕőśšăŋőćłőľ őŕżšă ść£ğăŋ őšłăğ őš őďŋőľ ĺğ ďćşţ śšőřőŋ őŕĺśăŋĺ£ ťĺğĺůěśłĺţ £ćńěŋĺľ; ¡šĺ ďćě śšőřőŋż ąşďşš ğďěśĳ łăł ąż ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ őďŋă ł ďřşčőľ, šőčďă łăł ĺţ śőůěšăŋĺě ţăřăłšěřĺğşěš ňěšőďż łńăśśĺůěśłőľ ťĺğĺłĺ.Á 2. Ŋ. Ąőř (1928) ÀĞďěśĳ ňż ĺňěěň ďěńő ŋě ś ŕřőšĺćőřěůăźĺňĺ, ă ś ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ šőńłőćăŋĺ£ňĺ £ćńěŋĺľ, łőšőřżě ńĺÿĳ ćňěśšě ďă¿š ěśšěśšćěŋŋőě őąőąźěŋĺě łńăśśĺůěśłőčő śŕőśőąă őŕĺśăŋĺ£.Á

3. đ. Ĺ. Ňăŋĺŋ (1979) [Ň].

4. Ć. Ĺ. Ăřŋőńĳď (1995) ÀĆğăĺňőďěľśšćĺě ňăšěňăšĺłĺ ĺ ťĺğĺłĺ ĺďěš ŕőďůăś śšřăŋŋżňĺ ŕşš£ňĺ. Ďĺřăł, őďĺŋ ĺğ łřşŕŋěľÿĺţ ťĺğĺłőć 20 ćěłă, šăł śťőřňşńĺřőćăń śšřăšěčĺ¿ šěőřěšĺůěśłőľ ťĺğĺłĺ: ÀŔřĺśšşŕă£ ł śőğďăŋĺ¿ ťĺğĺůěśłőľ šěőřĺĺ, ŋěőąţőďĺňő őšąřőśĺšĳ ćśě ŕřěďÿěśšćş¿źĺě ťĺğĺůěśłĺě ňőďěńĺ, ă šăłęě őśŋőćăŋŋş¿ ŋă ŋĺţ Àťĺğĺůěśłş¿ ĺŋšşĺűĺ¿Á, łőšőřă£ ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ŋăąőř ŕřěďćğ£šżţ šőůěł ğřěŋĺ£Á. Ŋăďő, čőćőřĺš Ďĺřăł, ŕřőśšő ćżąřăšĳ łřăśĺćş¿ ňăšěňăšĺůěśłş¿ šěőřĺ¿ ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŋăţőďĺšĳ ťĺğĺůěśłĺě ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ ěě śńěďśšćĺ£ň, ŋě ąő- £śĳ ŕřőšĺćőřěůĺ£ ś ŕřěďÿěśšćş¿źĺňĺ šěőřĺ£ňĺ : : : Łăł ¡šő ŋĺ şďĺćĺšěńĳŋő, ćěśĳ őŕżš šěőřěšĺůěśłőľ ťĺğĺłĺ 20 ćěłă (ć őšńĺůĺĺ őš ťĺğĺłĺ 19 ćěłă) ŕőďšćěřęďăěš ŕřăćőšş Ďĺřăłă.Á ([Ăřŋ2], ńěłűĺ£ 8.)

94 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ććěďěŋĺě

Ćő ććěďěŋĺĺ ţőšěńőśĳ ąż śďěńăšĳ ŋěśłőńĳłő ğăňěůăŋĺľ, őąřăźěŋŋżţ ł ňăšěňăšĺłăň.

1. Ŋăŕőňŋĺň śńőćă, śłăğăŋŋżě ć ŋăůăńě ŕřěďżďşźěčő śěňěśšřă ő šőň, ůšő ¡šő łşřś šěőřěšĺůěśłőľ ťĺğĺłĺ, őśŋőćŋă£ ğăďăůă łőšőřőčő řăśśłăğăšĳ, łăł ŕřĺďşňżćă¿šś£ şřăćŋěŋĺ£ ĺńĺ őšłşďă őŋĺ ąěřşšś£, ĺ łőšőřżľ őšńĺůăěšś£ őš łşřśă ňăšěňăšĺůěśłőľ ťĺğĺłĺ, čďě ¡šĺ şřăćŋěŋĺ£ řěÿă¿šś£.

2. Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă, łăł, ćŕřőůěň, ĺ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ, | şďĺćĺšěńĳŋżľ ŕřĺňěř šőčő, łăł ťĺğĺłĺ ć ŋăÿěň ćěłě, łăğăńőśĳ ąż, ĺğ ÀŋĺůěčőÁ śőğďăńĺ ŋőćżě śĺśšěňż ňĺřă ĺ śőğďă¿š ĺţ ŕő śěľ ďěŋĳ. Ğďěśĳ şňěśšŋő ŕřőűĺšĺřőćăšĳ Ńăŕńăśă ÀŚůăśšńĺćěű Ŋĳ¿šőŋ, ćěďĳ śĺśšěňş ňĺřă ňőęŋő śőğďăšĳ őďŋăęďżÁ (¡šő ćżśłăğżćăŋĺě ćśě ćřěň£ űĺšĺřşěš Ă. Śňĺńčă ć śćőěľ łŋĺčě ÀŐůěćĺďŋőě | ŋěćěřő£šŋőěÁ, ďăćÿěľ ŋăğćăŋĺě ŕőŕşń£řŋőľ šěńěŕěřěďăůě).

3. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺğńőęěŋĺě ń¿ąőľ ťĺğĺůěśłőľ šěőřĺĺ ŋěćőğňőęŋő ąěğ řěÿěŋĺ£ ěě şřăćŋěŋĺľ, ůšő ć ŋăÿěľ łńăśśĺťĺłăűĺĺ £ćń£ěšś£ ňăšěňăšĺůěśłőľ ťĺğĺłőľ. Şřăćŋěŋĺ£ ŋěőąţőďĺňő řěÿăšĳ ţőš£ ąż ďń£ šőčő, ůšőąż śćěřĺšĳ šěőřĺ¿ ś ¡łśŕěřĺňěŋšőň. Ŋő, čńăćŋőě, ůšőąż ćżřăąőšăšĳ őŕřěďěńěŋŋş¿ ĺŋšşĺűĺ¿, ś ŕőňőźĳ¿ łőšőřőľ ć ďăńĳŋěľÿěň Àŕő ăŋăńőčĺĺÁ (ă ¡šőš ¡ćřĺśšĺůěśłĺľ ňěšőď | čńăćŋżľ ĺ őśŋőćŋőľ ňěšőď šěőřěšĺůěśłőľ ťĺğĺłĺ), śńěďş£ ňăšěňăšĺůěśłĺň šěőřĺ£ň, śőğďăćăšĳ ŋőćş¿ ťĺğĺłş (śň. ¡ŕĺčřăť 4).

4. Ćšőřőľ ĺğ ăćšőřőć, şůăśĳ ŋă ňěţňăšě, śěřĳěğŋő śůĺšăń, ĺ ďşňă¿, ůšő Ćż śěľůăś šăłęě śůĺšăěšě, ůšő ĺğńăčăšĳ łćăŋšőćş¿ ňěţăŋĺłş ňăšěňăšĺłăň ŋşęŋő łăł ăłśĺőňăšĺůěśłş¿ śĺśšěňş. Šăłőľ ŕőďţőď, ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ćšőřőčő ĺğ ăćšőřőć, ŕřěďěńĳŋő ŕőśńěďőćăšěńĳŋő őśşźěśšćńěŋ ć [Ť§] (śň. šăłęě [ŤŊ]).

5. Őůěŋĳ ţőšěńőśĳ ąż, ůšőąż ůĺšă£ ¡šĺ ńěłűĺĺ, Ćż ć łăęďżľ ňőňěŋš őšďăćăńĺ śěąě £śŋżľ őšůěš, łăłőě ĺğ ďćşţ šĺŕőć ĺğńőęěŋĺ£ ťĺğĺłĺ śěľůăś ŕěřěď Ćăňĺ. Ĺ ěśńĺ Ćăň ŋě ŋřăćĺšś£ ŋěůěšłőśšĳ ťőřňşńĺřőćłĺ łăłőľ-ŋĺąşďĳ ĺğ šěőřěň, šő śťőřňşńĺřşľšě ěě śăňĺ. İšőš ĺ ňŋőčĺě ďřşčĺě śŕőśőąż, łőšőřżňĺ ňăšěňăšĺł

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 95

ňőęěš ĺğşůăšĳ ťĺğĺłş, ğăňěůăšěńĳŋő őŕĺśăŋż ć [Ň]. Łŋĺčă ¡šă, śĺńĳŋő ŕőćńĺ£ćÿă£ ŋă ćšőřőčő ĺğ ăćšőřőć, ąşłćăńĳŋő ŕőść£źěŋă šőňş, Àłăł ňăšěňăšĺł ďőńęěŋ ĺğşůăšĳ ťĺğĺłşÁ. Ěě ňőęŋő űĺšĺřőćăšĳ ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ąşłćăńĳŋő ś ń¿ąőčő ňěśšă.

Šăł ęě ğăňěůăšěńĳŋżň, ŕő ňŋěŋĺ¿ ćšőřőčő ĺğ ăćšőřőć, £ćń£- ěšś£ şůěąŋĺł [ŤŃŚ]. Ć ŋěň őůěŋĳ ŕőďřőąŋő řăğąĺřăěšś£ ¡łśŕěřĺňěŋš ŕő ďĺťřăłűĺĺ ¡ńěłšřőŋőć ŋă ďćşţ źěń£ţ ĺğ Ńěłűĺĺ 13.

[Ńěłűĺ£ 13]

Ŋěşďőćńěšćőřĺšěńĳŋőśšĳ łńăśśĺůěśłĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ

Łńăśśĺůěśłĺě ňěţăŋĺłă ĺ ¡ńěłšřőďĺŋăňĺłă ŕřĺ ŕőŕżšłě ŕřĺňěŋĺšĳ ĺţ ł őąž£śŋěŋĺ¿ ăšőňŋżţ £ćńěŋĺľ ŕřĺćőď£š ł řěğşńĳšăšăň, ŕřőšĺćőřěůăźĺň ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋżň ťăłšăň.

Ŕřĺćěďěň ćăęŋěľÿĺě ŕřĺňěřż ć ţřőŋőńőčĺůěśłőň ŕőř£ďłě. Ŕřĺňěř 1. Ŕńăŋł | ĺğńşůěŋĺě ůěřŋőčő šěńă (1900). Ĺňěěšś£ ůěřŋżľ £źĺł (ůěřŋżľ = ŋě őšřăęă¿źĺľ śćěšă, łőšőřżľ ŋă ŋěčő ŕăďăěš). Śšěŋłĺ £źĺłă ŋăčřěšż ďő ŋěłőšőřőľ šěňŕěřăšşřż ĺ ĺğńşůă¿š ćŋşšřĳ. Šěřňőďĺŋăňĺůěśłőě řăćŋőćěśĺě ňěęďş ĺğńşůěŋĺěň ĺ śšěŋłăňĺ. İŋěřčĺ£ ∼ (E^2 + H^2).

Ğăďăůă. Ŕőśůĺšăľšě ůĺśńő čăřňőŋĺł ć ĺŋšěřćăńě (; + d), čďě | ůăśšőšă.

Őšćěš: dN = 8^π_{c3} ^2 d.

Ŕő łńăśśĺůěśłĺň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ň śřěďŋ££ ¡ŋěřčĺ£ őďŋőčő őśűĺńń£šőřă ŋě ğăćĺśĺš őš ůăśšőšż ĺ řăćŋă e() = kT . Šőčďă dE = = 8^π_{c3} ^2kT d, őšś¿ďă ∫ dE = ∞. İšő ÀšěőřěšĺůěśłőěÁ £ćńěŋĺě ŕőńşůĺńő ŋăğćăŋĺě şńĳšřăťĺőńěšőćőľ łăšăśšřőťż.

Ŕńăŋł ŕřěďŕőńőęĺń, ůšő śćěš ĺğńşůăěšś£ ŕőřűĺ£ňĺ (łćăŋšăňĺ) ĺ őďŋă ŕőřűĺ£ řăćŋă h. Ćőğňőęŋżě śőśšő£ŋĺ£ ¡ŋěřčĺĺ ůăśšőšż řăćŋż E_n() = nh (ŋă śăňőň ďěńě E_n = (n + 1=2)h).

Ğăďăůă. Ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő e() =^{hν}_{e hνkT − 1} ĺ dE =^{8πν2}_{c3} × × hν e^{hνkT} − 1 d. Ğăďăůă. Ŋăľďĺšě ůăśšőšş ś ňăłśĺňăńĳŋőľ ¡ŋěřčĺěľ.

96 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő h = ~!, ~ =^h2_π , =^ω2_π . Ŕřĺňěř 2. İľŋÿšěľŋ | ťőšő¡ťťěłš (1905).

Ążńő őąŋăřşęěŋő (Čěřű, Čăńĳćăţś, Ńěŋăřď, Řěŋščěŋ, Ňĺńńĺłěŋ), ůšő şńĳšřăťĺőńěšőćżě ĺ řěŋščěŋőćśłĺě ńşůĺ ćżąĺćă¿š ¡ńěłšřőŋż, łőšőřżě ŕřĺőąřěšă¿š łĺŋěšĺůěśłş¿ ¡ŋěřčĺ¿, řăśšşźş¿ ś ůăśšőšőľ ĺğńşůěŋĺ£ ŕő ğăłőŋş { 0; < _{łřĺš} h − E_{łřĺš}; ¿ _{łřĺš,} čďě E_{łřĺš} = h_{łřĺš}:

İľŋÿšěľŋ ŕřěďŕőńőęĺń, ůšő śćěš śőśšőĺš ĺğ ťőšőŋőć ĺ ¡ŋěřčĺ£ ťőšőŋă ś ůăśšőšőľ řăćŋă h. İŋěřčĺ£ E_{łřĺš} | ¡šő ¡ŋěřčĺ£ ćżţőďă ¡ńěłšřőŋă ĺğ ćěźěśšćă. İšă čĺŕőšěğă ŕőńŋőśšĳ¿ őąž£śŋ£ěš ¡łśŕěřĺňěŋš.

Ŕřĺňěř 3. Ąőř | ăšőň (1912).

Ńĺŋěľůăšżě śŕěłšřż ĺğńşůěŋĺ£ ăšőňőć (1912), őšłřżšĺě śšřşłšşřż ăšőňőć (Řěğěřťőřď, 1911), łőňąĺŋăűĺőŋŋżľ ŕřĺŋűĺŕ Řĺšűă { Řĺďąěřčă, śěřĺĺ ĺğńşůěŋĺ£ ăšőňă ćőďőřőďă: śěřĺ£ Ńăľňăŋă, ć łőšőřőľ _n = cR(1 − 1=n^2), śěřĺ£ Ąăńĳňěřă, ć łőšőřőľ _n = cR(1=4 − 1=n^2) ĺ ďřşčĺě (ğďěśĳ R = 109700 śň^{−1} | ŕőśšő£ŋŋă£ Řĺďąěřčă) | ¡šĺ őšłřżšĺ£ ŕőřőďĺńĺ ňŋőęěśšćő ćőŕřőśőć. Ŋăŕřĺňěř, ŕőůěňş ăšőň şśšőľůĺć? Ćěďĳ ćřăźă£śĳ ćőłřşč £ďřă, ¡ńěłšřőŋ ĺśŕżšżćăěš şśłőřěŋĺě, śńěďőćăšěńĳŋő, ďőńęěŋ ĺğńşůăšĳ, śńěďőćăšěńĳŋő, ďőńęěŋ śćăńĺšĳś£ ŋă £ďřő.

Ąőř ŕřěďŕőńőęĺń, ůšő ŕřĺ śńěďş¿źěň śőőšŋőÿěŋĺĺ ŋă őřąĺšş ¡ńěłšřőŋă: mv2ır = nh (ĺńĺ mvr = n~) őŋ ŋě ĺğńşůăěš. Čőćőř£š, ůšő őřąĺšă ¡ńěłšřőŋă łćăŋšşěšś£. Ăšőň ĺśŕşśłăěš ťőšőŋ (ĺğńşůăěš śćěš), łőčďă ¡ńěłšřőŋ ŕěřěţőďĺš ś őřąĺšż ŋă őřąĺšş, ĺ ůăśšőšă ĺğńşůěŋĺ£ ść£ğăŋă ś ¡ŋěřčĺěľ ŕěřěţőďă ´E = h.

Ćżćőďż ĺğ ¡šőľ čĺŕőšěğż ğăňěůăšěńĳŋő śőčńăśőćăŋż ś ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋżňĺ ťăłšăňĺ.

Ŕřĺňěř 4. Ďě Ąřőľńĳ | ĺŋšěřťěřěŋűĺ£ ¡ńěłšřőŋőć ŋă łřĺśšăńńăţ (1926).

Ć ¡łśŕěřĺňěŋšăţ ŕő őąńşůěŋĺ¿ łřĺśšăńńőć ¡ńěłšřőŋăňĺ ążńĺ őąŋăřşęěŋż ĺŋšěřťěřěŋűĺőŋŋżě ŕőńőśż. Ŕşůőł ¡ńěłšřőŋőć őąŋăřşęĺń ćőńŋőćżě śćőľśšćă.

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 97

Ďě Ąřőľńĳ ŕřěďŕőńőęĺń, ůšő ďńĺŋă ćőńŋż – ŕşůłă ¡ńěłšřőŋőć řăćŋă – =^h_p ĺ śćěš ĺ ¡ńěłšřőŋż ćěďşš śěą£ ĺŋőčďă łăł ćőńŋż, ĺŋőčďă łăł ůăśšĺűż. Łăł ¡šő śőćňěśšĺšĳ?

Ĺŋšěřťěřěŋűĺ£ ¡ńěłšřőŋőć

Ŕřěďśšăćĺň śěąě ňżśńěŋŋżľ ¡łśŕěřĺňěŋš: S ĺğńşůăěš ¡ńěłšřőŋż, ă ďěšěłšőř D řěčĺśšřĺřşěš ĺţ. Őŋĺ ŕőŕăďă¿š ŕő őšďěńĳŋőśšĺ ŋă ¡łřăŋ B, łăł őšďěńĳŋżě ůăśšĺűż. Ňż ĺğňěř£ěň ćěřő£šŋőśšĳ P ŕőŕăďăŋĺ£ ğă 1 ś ¡ńěłšřőŋőć ć ďěšěłšőř ŋă řăśśšő£ŋĺĺ x őš őśĺ (řĺś. 7, ă).

Řĺś. 7.

Ŕőśłőńĳłş ¡ńěłšřőŋż ćěďşš śěą£ łăł ůăśšĺűż, ňőęŋő ążńő ąż ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő łăęďżľ ŕřőţőďĺš ůěřěğ őďŋő ĺğ őšćěřśšĺľ ĺ ć śńşůăě ďćşţ őšłřżšżţ őšćěřśšĺľ ćěřő£šŋőśšĳ ŕőŕăďăŋĺ£ ć šőůłş x ążńă ąż śşňňőľ ćěřő£šŋőśšěľ P_{őą} = P_1 + P_2 (śň. řĺś. 7, ą). Ŋő őŕżš ďăěš ďřşčş¿ łăřšĺŋłş | řĺś. 7, ć. Ŋă śăňőň ďěńě P (x) śőćŕăďăěš ś řăśŕřěďěńěŋĺěň ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ ŕřĺ ĺŋšěřťěřěŋűĺĺ ćőńŋ. Ŕő¡šőňş (ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ĺŋšěřťěřěŋűĺěľ śćěšă) ňőęŋő ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ăňŕńĺšşďă ćěřő£š-

98 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

ŋőśšĺ ’(x) šăłă£, ůšő

P (x) = |’(x)|^2; ’(x) = ’_1(x) + ’_2(x);

P_1(x) = |’_1|^2; P_2(x) = |’_2|^2:

Ňż ćżůĺśń£ěň ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ ćőńŋ, łőšőřżě ďőśšĺčńĺ ąż ŕřĺąőřă, ă ğăšěň ĺŋšěřŕřěšĺřşěň ¡šş ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ łăł ćěřő£šŋőśšĳ.

Łăł śłăğżćăěšś£ ćńĺ£ŋĺě ŋăąń¿ďěŋĺ£ ŋă ¡šőš ¡łśŕěřĺňěŋš? Ŕőŕřőąşěň őŕřěďěńĺšĳ, ůěřěğ łăłőě őšćěřśšĺě ŕřőţőďĺš ¡ńěłšřőŋ, ŋăŕřĺňěř, ś ŕőňőźĳ¿ śćěšă. Śćěš řăśśěĺćăěšś£ ŋă ¡ńěłšřőŋăţ. İšő £ćńěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ¡ťťěłšőň Łőňŕšőŋă.

Ć řěğşńĳšăšě ňż šőůŋő ğŋăěň, ůšő ¡ńěłšřőŋ ŕřőţőďĺš ńĺąő ůěřěğ őšćěřśšĺě 1, ńĺąő ůěřěğ őšćěřśšĺě 2. Ć ¡šőň śńşůăě P = = P_1 + P_2.

Ŋő, ĺśŕőńĳğş£ śćěš, ňż ćŋőśĺńĺ ćőğňşźěŋĺě ć ŕőćěďěŋĺě ¡ńěłšřőŋőć. Łăłőćă ěčő ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ? Ćśŕőňŋĺň, ůšő śćěš śőśšőĺš ĺğ ťőšőŋőć, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ ĺňěěš ¡ŋěřčĺ¿ E = h ĺ ĺňŕşńĳś p = h=–. Ěśńĺ ňż ğăřěčĺśšřĺřőćăńĺ řăśśě£ŋŋżľ ŋă ¡ńěłšřőŋě ťőšőŋ (ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, şğŋăńĺ ůěřěğ łăłőě őšćěřśšĺě ŕřőÿěń ¡ńěłšřőŋ), šő ťőšőŋ ŕěřěďăń ¡ńěłšřőŋş ĺňŕşńĳś ŕőř£ďłă h=– ĺ ňż ŕőńşůĺńĺ ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĳ šăłőčő ęě ŕőř£ďłă ć řěčĺśšřăűĺĺ ŕőńőęěŋĺ£ ¡ńěłšřőŋă. Őśńăąĺšĳ ćńĺ£ŋĺě śćěšă ŋă ¡ńěłšřőŋ ňőęŋő şćěńĺůĺćă£ –, ŋő ¡šő ŕřĺćěďěš ł şňěŋĳÿěŋĺ¿ šőůŋőśšĺ, ś łőšőřőľ ňż őŕřěďěń£ěň, čďě ŕřőţőďĺš ¡ńěłšřőŋ. Ŋěšőůŋőśšĺ ´x ĺ ´p ć ĺğňěřěŋĺĺ łőőřďĺŋăš ĺ ĺňŕşńĳśă ¡ńěłšřőŋă ść£ğăŋż ŕő- ¡šőňş śőőšŋőÿěŋĺěň ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ Čěľğěŋąěřčă ´p · ´x ¿ ~.

Ŕăřăďőłśă ć şšćěřęďěŋĺĺ, ůšő ¡ńěłšřőŋ | ¡šő ůăśšĺűă { ćőńŋă ŋě ćőğŋĺłăěš, ěśńĺ ń¿ąőě ťĺğĺůěśłőě ćňěÿăšěńĳśšćő ś űěńĳ¿ őŕřěďěńĺšĳ, ůěřěğ łăłőě őšćěřśšĺě ŕřőţőďĺš ¡ńěłšřőŋ, ŕřĺćőďĺš ł ĺśłăęěŋĺ¿ őŕżšă ĺ ĺŋšěřťěřěŋűĺ£ ĺśůěğăěš.

Ć śĺńş ¡šőčő ś łăęďőľ ŕőśšăŋőćłőľ őŕżšă ść£ğăŋ őšłăğ őš őďŋőľ ĺğ ďćşţ śšőřőŋ őŕĺśăŋĺ£ ťĺğĺůěśłőčő £ćńěŋĺ£. İšĺ ďćě śšőřőŋż £ćń£¿šś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ őďŋă ł ďřşčőľ. İšőš ŕřĺŋűĺŕ ŋăğżćă¿š ŕřĺŋűĺŕőň ďőŕőńŋĺšěńĳŋőśšĺ Ąőřă.

Ŕřĺňěŋ££ ŕřĺŋűĺŕ ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ ł ăšőňş ćőďőřőďă, ňőęŋő őűěŋĺšĳ řăğňěř ¡šőčő ăšőňă. Ŕşśšĳ a | řăğňěř ăšőňă ćőďőřő-

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 99

ďă, V (r) | ŕőšěŋűĺăń łşńőŋőćőčő ćğăĺňőďěľśšćĺ£, T | łĺŋěšĺůěśłă£ ¡ŋěřčĺ£, šőčďă

V (a) = −^{e2}_a ; ´x = a; ´p = ~=a;

p ∼ ~=a; T = ~^22_{ma2} ; E_{ŕőńŋ} = ~^22_{ma2} −^{e2}_a :

Řĺś. 8.

Ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćşěš řăğňěř a, ŕřĺ łőšőřőň E_{ŕőńŋ} ňĺŋĺňăńĳŋă.

Ğăďăůă. Ćżćěďĺšě, ůšő a_{min} = ~^2_{me2} | řăğňěř ăšőňă ćőďőřőďă ć šěőřĺĺ Ąőřă,

E_0 = −^{me4}

2~^2

| ¡ŋěřčĺ£ ăšőňă ćőďőřőďă ć őśŋőćŋőň śőśšő£ŋĺĺ.

Şćěńĺůĺćă£ ůĺśńő őšćěřśšĺľ ĺ ¡łřăŋőć ć ¡łśŕěřĺňěŋšě ŕő ĺŋšěřťěřěŋűĺĺ ¡ńěłšřőŋőć, ňż ŕřĺţőďĺň ł ĺďěě Ř. Ťěľŋňăŋă ĺŋšěčřăńă ŕő ŕşš£ň ć łćăŋšőćőľ šěőřĺĺ. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő ć łăęďőň ňěśšě śőśšőĺš ĺğ šăłĺţ ÀőšćěřśšĺľÁ.

Řăğąĺřă£ ŕőďőąŋżě ğăďăůĺ ĺ śřăćŋĺćă£ ĺţ řěÿěŋĺ£ ś ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋżňĺ ďăŋŋżňĺ, śőğďăšěńĺ łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ (Čěľğěŋąěřč, Ÿřěďĺŋčěř, Ďĺřăł, Ąőř, Ąőřŋ, Ďě Ąřőľńĳ ĺ ďř.) ŕřĺÿńĺ ł őšłřżšĺ¿ | śőśšő£ŋĺě ůăśšĺűż £ćń£ěšś£ ćěłšőřőň, ŋăąń¿ďăěňă£ | ¡šő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă šăłĺţ ćěłšőřăţ, ĺ ňż ňőęěň őŕřěďěń£šĳ šőńĳłő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ¡šĺţ őŕěřăšőřőć.

100 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

[Ńěłűĺ£ 14]

Ňăšěňăšĺłă łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ

Ć łńăśśĺůěśłőľ ňěţăŋĺłě ŕőńŋőě őŕĺśăŋĺě śőśšő£ŋĺ£ ťĺğĺůěśłőľ śĺśšěňż őśşźěśšćń£ěšś£ ğăďăŋĺěň ćśěţ ěě łőőřďĺŋăš ĺ śłőřőśšěľ. Ŕő ¡šĺň ŋăůăńĳŋżň ďăŋŋżň şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£¿š ŕőćěďěŋĺě śĺśšěňż ćő ćśě ąşďşźĺě ňőňěŋšż ćřěňěŋĺ. Ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě šăłőě őŕĺśăŋĺě ŋěćőğňőęŋő, ŕőśłőńĳłş łőőřďĺŋăšż ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň śłőřőśšĺ ŋě ĺğňěřĺňż őďŋőćřěňěŋŋő. Őŕĺśăŋĺě śőśšő£ŋĺ£ łćăŋšőćőľ śĺśšěňż őŕřěďěń£ěšś£ ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň ćěńĺůĺŋ, ůěň ć łńăśśĺůěśłőľ ňěţăŋĺłě, š. ě. £ćń£ěšś£ ňěŋěě ŕőďřőąŋżň, ůěň łńăśśĺůěśłőě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋăąőřż ťĺğĺůěśłĺţ ćěńĺůĺŋ, őąńăďă¿źĺě šěň śćőľśšćőň, ůšő ¡šĺ ćěńĺůĺŋż ĺğňěřĺňż őďŋőćřěňěŋŋő, ŕřĺůěň ěśńĺ őŋĺ ĺňě¿š őďŋőćřěňěŋŋő őŕřěďěńěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, šő şęě ŋĺłăłă£ ďřşčă£ ťĺğĺůěśłă£ ćěńĺůĺŋă (ŋě £ćń£¿źă£ś£ ťşŋłűĺěľ őš ŋĺţ) ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ć ¡šőň śőśšő£ŋĺĺ őŕřěďěńěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£, ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕőńŋżňĺ ŋăąőřăňĺ.

Ďăďĺň ŋăąőř őśŋőćŋżţ ŕřĺŋűĺŕőć łćăŋšőćőľ šěőřĺĺ. (1) Śőśšő£ŋĺě łćăŋšőćőňěţăŋĺůěśłőľ śĺśšěňż ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ łăł ćěłšőř ć ŋěłőšőřőň (čĺńĳąěřšőćőň) ŕřőśšřăŋśšćě. Őąőğŋăůěŋĺě: |A⟩. Őążůŋő ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ťşŋłűĺľ.

Ŕşśšĳ ć śőśšő£ŋĺĺ |A⟩ ŋěłőšőřőě ĺğňěřěŋĺě ŕřĺćőďĺš ś ďőśšőćěřŋőśšĳ¿ ł řěğşńĳšăšş 1, ă ć śőśšő£ŋĺĺ |B⟩ | ł řěğşńĳšăšş 2. Šőčďă ŕřĺŋĺňăěšś£, ůšő ćś£łă£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ |¸A + ˛B⟩ őŕĺśżćăěš śőśšő£ŋĺě, ć łőšőřőň šő ęě ĺğňěřěŋĺě ďăśš ńĺąő řěğşńĳšăš 1, ńĺąő řěğşńĳšăš 2. Ĺŋăůě ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő ŋěłőšőřőě śőśšő£ŋĺě ňőęěš ążšĳ řăśśňőšřěŋő łăł śşŕěřŕőğĺűĺ£ ďřşčĺţ śőśšő£ŋĺľ. (Ŕřĺňěř | ŕřőţőęďěŋĺě ¡ńěłšřőŋă ůěřěğ őďŋş źěńĳ ĺ ůěřěğ ďřşčş¿ źěńĳ ć őŕĺśăŋŋőň ćżÿě őŕżšě.) Š. ě. śşŕěřŕőğĺűĺ£ | ¡šő ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£.

İšĺ şšćěřęďěŋĺ£ śőśšăćń£¿š śőďěřęăŋĺě ŕřĺŋűĺŕă śşŕěřŕőğĺűĺĺ | őśŋőćŋőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ŕřĺŋűĺŕă łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ.

(2) Ŋăąń¿ďăěňżě, ĺńĺ ťĺğĺůěśłĺě ćěńĺůĺŋż, ąşďşš ńĺŋěľŋżňĺ

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 101

őŕěřăšőřăňĺ ć şŕőň£ŋşšőň čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. (Őŕěřăšőřż ąşďşš őąőğŋăůăšĳś£ ąşłćăňĺ śő ÿń£ŕłőľ | ^f, ă ĺŋőčďă ĺ ąěğ ÿń£ŕłĺ, łőčďă ŕőŋ£šŋő, ůšő f | őŕěřăšőř). Ćőğňőęŋż śőśšő£ŋĺ£, ğŋăůěŋĺ£ ťĺğĺůěśłőľ ćěńĺůĺŋż ć łőšőřżţ ťĺłśĺřőćăŋż: šăłĺňĺ śőśšő£ŋĺ£ňĺ ąşďşš śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż őŕěřăšőřă. Ć ďřşčĺţ śőśšő£ŋĺ£ţ ťĺğĺůěśłă£ ćěńĺůĺŋă ŋě ňőęěš ĺňěšĳ őŕřěďěńěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£.

(3) Ć ŕřőśšřăŋśšćě ććěďěŋă ¡řňĺšőćă ňěšřĺłă. Śůĺšăěň, ůšő ŋăąń¿ďăěňżň őšćěůă¿š śăňőśőŕř£ęěŋŋżě őŕěřăšőřż. Śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ šăłőčő őŕěřăšőřă (ğŋăůěŋĺ£ ŋăąń¿ďăěňőľ) ćěźěśšćěŋŋż. (Ťőřňăńĳŋő ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ šăłęě ĺ łőňŕńěłśŋżě ťĺğĺůěśłĺě ćěńĺůĺŋż.)

(4) Ŕőńŋżľ ŋăąőř ŋăąń¿ďăěňżţ śőőšćěšśšćşěš šăłőňş ŋăąőřş łőňňşšĺřş¿źĺţ ňěęďş śőąőľ őŕěřăšőřőć, ůšő ŋăąőř ĺţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ŕőńŋőśšĳ¿ ğăďăěš ćěłšőř ŕřőśšřăŋśšćă.

Ąőńěě šőůŋő | śőśšő£ŋĺě őŕřěďěń£ěšś£ ŋě ćěłšőřőň, ă ŋăŕřăćńěŋĺěň. Ć ŋăÿĺţ řăśśşęďěŋĺ£ţ ąşďěň śůĺšăšĳ ćěłšőřż ŋőřňĺřőćăŋŋżňĺ (šăň, čďě ¡šő ćőğňőęŋő).

Ŕşśšĳ | ⟩ ŋě £ćń£ěšś£ śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň ďń£ ŋăąń¿ďăěňőľ ^Q. Ŕşśšĳ _n | ŋăąőř ěě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć: ^Q _n = q_n _n. Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ¡řňĺšőćă őŕěřăšőřă, őšćěůă¿źĺě řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, őřšőčőŋăńĳŋż. Ŕő¡šőňş ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ śőśšő£ŋĺě łăł śşŕěřŕőğĺűĺ¿ = ∑ c_n _n. Łćăďřăš ňőďşń£ |c_n|^2 łăęďőčő ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ďăŋŋőčő řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěń£ěš ćěřő£šŋőśšĳ śőőšćěšśšćş¿źěčő ğŋăůěŋĺ£ q_n ćěńĺůĺŋż ^Q.

Ććěďěň ŕőŋ£šĺě ő śřěďŋěň ğŋăůěŋĺĺ ⟨Q⟩ ćěńĺůĺŋż ^Q ć ďăŋŋőň śőśšő£ŋĺĺ | ⟩: ⟨Q⟩ = ∑ q_n|c_n|^2 = ( ; ^Q );

čďě ( · ; · ) őąőğŋăůăěš ¡řňĺšőćő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ŋăÿěň ŕřőśšřăŋśšćě.

102 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ŕřĺŋűĺŕ ďěšěřňĺŋĺğňă ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě

Ğŋă£ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t = 0 śőśšő£ŋĺě | ⟩ łćăŋšőćőľ śĺśšěňż, ňż ďőńęŋż şňěšĳ őŕřěďěń£šĳ śőśšő£ŋĺ£ | _t⟩, t > 0. Ććěďěň (ńĺŋěľŋżľ) őŕěřăšőř ¡ćőń¿űĺĺ

| _t⟩ = U(t; t_0)| _0⟩:

Ŕőśłőńĳłş ňż śůĺšăěň ⟨ | ⟩ = 1, őŕěřăšőř ¡ćőń¿űĺĺ şŋĺšăřěŋ: U^+U = 1.

Ŕşśšĳ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t_a ĺğćěśšŋă łőőřďĺŋăšă ůăśšĺűż x_a. (Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ śĺňćőńőň |x⟩ śőśšő£ŋĺě ś ĺğćěśšŋőľ łőőřďĺŋăšőľ, řăćŋőľ x.) | _t⟩ | śőśšő£ŋĺě ć ŋěłőšőřżľ ŕőśńěďş¿źĺľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t. Ŕřěďśšăćĺň ěčő łăł śşŕěřŕőğĺűĺ¿ ćśěţ ćőğňőęŋżţ śőśšő£ŋĺľ ś ĺğćěśšŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ:

| _t⟩ = ∫ (K(t_b; x_b; t_a; x_a)|x⟩) dx;

čďě K(t_2; x_2; t_1; x_1) | ăňŕńĺšşďă řăśŕřőśšřăŋěŋĺ£ őš ŕőńőęěŋĺ£ |x_1⟩ ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t_1 ďő ŕőńőęěŋĺ£ |x_2⟩ ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t_2. Ěě ŋăğżćă¿š ťěľŋňăŋőćśłĺň ŕřőŕăčăšőřőň. Ğăňěšĳšě, ůšő ć ăřčşňěŋšăţ ŋěłőšőřżţ ćěńĺůĺŋ ćřěň£ ćőğřăśšăěš śŕřăćă ŋăńěćő.

Ďĺŋăňĺůěśłĺľ ŕřĺŋűĺŕ

Ďĺŋăňĺůěśłĺľ ŕřĺŋűĺŕ łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ăňŕńĺšşďă ŕěřěţőďă ĺğ |x_0⟩ ć |x⟩ ğă ćřěň£ t ŕőńşůăěšś£ śşňňĺřőćăŋĺěň ŕő ćśěň ćőğňőęŋżň šřăěłšőřĺ£ň, x(fi), ćěďşźĺň ĺğ x_0 = x(t_0) ć x = x(t):

K(t_b; x_b; t_a; x_a) = ∑ ŕő ćśěň šřăěłšőřĺ£ň

A(x(fi));

čďě A | ťăğă ćłńăďă šřăěłšőřĺĺ:

A(x(fi)) = N exp ( iS[x(τ)] ~ ) ;

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 103

ă ťşŋłűĺőŋăń ďěľśšćĺ£

S[x(fi])) =

t_b∫

ta L(x; _x) dfi; x(t_a) = x_a; x(t_b) = x_b:

Łőŋšĺŋşăńĳŋőľ śşňňě ć őŕřěďěńěŋĺĺ ťěľŋňăŋőćśłőčő ŕřőŕăčăšőřă ňőęŋő ŕřĺďăšĳ ŋěłőšőřş¿ ňăšěňăšĺůěśłş¿ śšřőčőśšĳ. Ĺňěŋŋő, ćňěśšő šőčő ůšőąż řăśśňăšřĺćăšĳ ćśě ŋěŕřěřżćŋżě šřăěłšőřĺĺ, řăğőąĳěň ćřěňěŋŋőľ őšřěğőł [t_a; t_b] ŋă N řăćŋżţ ůăśšěľ ďńĺŋż " = (t_b − t_a)=N: t_a = t_0 < t_1 < : : : < t_{N−1} < t_N = t_b, ĺ őčřăŋĺůĺňś£ łşśőůŋő-ńĺŋěľŋżňĺ šřăěłšőřĺ£ňĺ. Łăęďă£ šăłă£ šřăěłšőřĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ ćżąőřőň şğńőćżţ šőůěł (t_1; x_1), (t_2; x_2), : : : , (t_{N−1}; x_{N−1}), čďě x_1; : : : ; x_{N−1} | ń¿ążě. Šőčďă

K(t_b; x_b; t_a; x_a) ∼ ∼ C ∫ dx_{N−1} ∫ dx_{N−2} : : : ∫ dx_1 exp ( iS[x(t_0, t_1, . . . , t_N )] ~ ) : Şćěńĺůĺćă£ łőńĺůěśšćő šőůěł řăğąĺěŋĺ£ (şňěŋĳÿă£ "), ňż śňőęěň ŕőńşůĺšĳ ąőńěě ŕőńŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ňŋőęěśšćă ćśěţ šřăěłšőřĺľ. Ŋő ŋěćőğňőęŋő ďőśšĺůĳ ŕřěďěńă ¡šőčő ŕřőűěśśă, šăł łăł šăłőčő ŕřěďěńă ŋě śşźěśšćşěš. Ŋěőąţőďĺňő őŕřěďěńĺšĳ ŋőřňĺřőćőůŋżľ ňŋőęĺšěńĳ C, łőšőřżľ, ŋă śăňőň ďěńě, ğăćĺśĺš őš ". Ł śőęăńěŋĺ¿, őŕřěďěńěŋĺě ¡šőčő ŋőřňĺřőćőůŋőčő ňŋőęĺšěń£ | ćěśĳňă šřşďŋă£ ğăďăůă ĺ ŋě ĺğćěśšŋő, łăł ¡šő ďěńăšĳ ć őąźěň śńşůăě.

Ŋăŕřĺňěř, ć śńşůăě ńăčřăŋęĺăŋă ćĺďă L =^m _^{x2}2 − V (x; t) ŋőř-

ňĺřőćőůŋżľ ňŋőęĺšěńĳ řăćěŋ C^{−N} , čďě C = (2πi~ε m )1=2 : K(t_b; x_b; t_a; x_a) = 1_C ∫ ∫ : : : ∫ e^{(i=}~^{)S[a;b] dx1}_C^{dx2}_C : : :^{dxN−1}_C ;

čďě S[a; b] = ∫ t_b ta L(x; _x; t) dt ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őďŋőłřăšŋżľ ĺŋšěčřăń ćďőńĳ łşśőůŋő-ńĺŋěľŋőľ šřăěłšőřĺĺ.

104 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ćőğňőęŋż ŋěşďőąśšćă, ść£ğăŋŋżě ś ŋăÿĺň őŕřěďěńěŋĺěň śşňňż ŕő šřăěłšőřĺ£ň. Šěň ŋě ňěŋěě, ĺďě£ śőţřăŋ£ěš śňżśń, ŋěśňőšř£ ŋă ŋěďőśšăšłĺ őšďěńĳŋżţ ŕőśšřőěŋĺľ.

Şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă

Ŕşśšĳ

(x; t + ") = ∫ 1 C exp ( iε ~ L ( x + y 2 ;^{x − y}_ε )) (y; t) dy

(ğďěśĳ y | łőőřďĺŋăšă ŋă ŕř£ňőľ ć ňőňěŋš t). Ŕřĺňěŋ££ ¡šő ł ůăśšĺűě ć ŕőšěŋűĺăńě V (x), š. ě. ŕřĺ L =^m _^{x2} 2 − V (x), ŕőńşůĺň

(x; t + ") = ∫ 1 C e^i~^{m(x−y)2}2ε exp

−i"V ( (x + y) 2 ) ~ (y; t) dy:

Ĺğ-ğă ążśšřőľ őśűĺńń£űĺĺ ŕěřćőľ ¡łśŕőŋěŋšż y ąńĺğłő ł x. Ŕşśšĳ y = x + ”,

(x; t + ") = ∫ 1 C e^i~^{mη2}2ε e^{−iεV (x+η/2)}~ (x + ”; t) d”:

Őśŋőćŋőľ ćłńăď ć ĺŋšěčřăń ćŋőś£š ” ∼ √ ε~ m . Ťşŋłűĺ¿ ŋşęŋő řăğńőęĺšĳ ć ř£ď ĺ şďěřęăšĳ ńĺÿĳ ůńěŋż ŕőř£ďłă ", š. ě. řăğńőęĺšĳ ďő ćšőřőčő ŕőř£ďłă ŕő ”. Ŕőńşůăěň

(x; t) + "^{∂ψ}_{∂t} =

= 1_C ∫ e^i~^{mη2}2ε ( 1 −^{iεV} (^x)~ ) ( (x; t) + ”^{∂ψ}_{∂x} + 12”^{2 ∂2ψ}_{∂x2} ) d”: Śřăćŋěŋĺě ůńěŋőć ŋşńěćőčő ŕőř£ďłă ďăěš C = (2πi~ε m )1=2 . Ć ŕěřćőň ŕőř£ďłě ŕő " ŕőńşůăěň

"^{∂ψ}_{∂t} = 12 ( 1 C ∫ ”^2e^{imη2}2~ε d” ) ∂^2ψ ∂x^2 − iε ~ V ;

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 105 ĺńĺ −~ i ∂ψ ∂t = − ~^22_m^{∂2ψ}_{∂x2} + V :

Őłőŋůăšěńĳŋő −~ i ∂ψ ∂t = ^H ; čďě ^H = − ~^22_m^{∂2}_{∂x2} + V: (28) İšő şřăćŋěŋĺě ŋăğżćăěšś£ şřăćŋěŋĺěň Ÿřěďĺŋčěřă (Ÿřěďĺŋčěř, 1925). Őŋő ążńő ŕőńşůěŋő Ÿřěďĺŋčěřőň ĺğ őąźĺţ śőőąřăęěŋĺľ. Ćżćőď şřăćŋěŋĺ£ (28), ŕřĺćěďěŋŋżľ ğďěśĳ, ŕřĺŋăďńěęĺš Ř. Ťěľŋňăŋş (śň. [ŤŢ]). [Ńěłűĺ£ 15] Ďćĺęěŋĺě śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż ŕő ŕř£ňőľ

Řăśśňőšřĺň Ńăčřăŋęĺăŋ L =^m _^{x2}2 . Ăňŕńĺšşďă řăśŕřőśšřăŋěŋĺ£

K(x_2; t_2; x_1; t_1) = ∫ x(t1)=x1; x(t2)=x2

Dx(t)e^{i S}~ :

Ŕşśšĳ x_0(t) | řěÿěŋĺě łńăśśĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£ ‹S = 0 ś ŋăůăńĳŋżňĺ şśńőćĺ£ňĺ x_0(t_1) = x_1, x_0(t_2) = x_2. Ć ŋăÿěň śńşůăě ĺňěěň şřăćŋěŋĺě m-x = 0, ğŋăůĺš, x_0(t) ńĺŋěľŋă, ă ŕőśšő£ŋŋżě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŋăţőď£šś£ ĺğ čřăŋĺůŋżţ şśńőćĺľ x_0(t) =^{x2 − x1}_{t2 − t1} t+ +^{x1t2 − x2t1} t_2 − t_1 . Ŕřěďśšăćĺň x(t) = x0(t) + ”(t). İńěňěŋš őąžěňă ŋě

ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ śďćĺčě, ğŋăůĺš, Dx(t) = D”(t). Šőčďă ďń£ ďěľśšćĺ£ ĺňěěň:

S(x) = S(x_0) + S(”); čďě S(x_0) =^m2 (^{x2 − x1})^2_{t2 − t1} ;

S(”) = t2∫

t1 m _η^2

2 dt; ŕřĺ şśńőćĺĺ ”(t_1) = ”(t_2) = 0:

106 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Śńěďőćăšěńĳŋő,

K(x_2; t_2; x_1; t_1) = exp ( im(x_2 − x_1)^2 ~ (t_2 − t_1) ) ∫ e^i~^{S(”)} D” =

= exp ( im(x_2 − x_1)^2 ~(t_2 − t_1) ) A(t_1; t_2):

Ďń£ šőčő ůšőąż ŋăľšĺ A(t_1; t_2), řăśśňőšřĺň čřşŕŕőćőě śőőšŋőÿěŋĺě, łőšőřőňş şďőćńěšćőř£ěš őŕěřăšőř ¡ćőń¿űĺĺ:

U(t_2; t_1) = U(t_2; t)U(t; t_1); t_1 < t_2:

Šőčďă

K(x_2; t_2; x_1; t_1) = ∫ K(x_2; t_2; x; t)K(x; t; x_1; t_1) dx; t_1 < t < t_2: (29)

Ćśŕőňĺŋă£ ćĺď ťşŋłűĺĺ řăśŕřőśšřăŋěŋĺ£ ĺ ğăňěůă£, ůšő ∞∫ −∞ e^{i¸x2} dx = √ iπ α ; ŕőńşůăěň šăłőě şřăćŋěŋĺě:

A(t_1; t)A(t; t_2) √ 2πi~ m √ (t_2 − t)(t − t_1) t_2 − t_1 = A(t1; t2): (30)

Ğăďăůă. Ŕřőďěńăľšě ŋěőąţőďĺňżě ćżłńăďłĺ ĺ şąěďĺšĳś£, ůšő ňŋőęĺšěńĳ exp ( im(x_2 − x_1)^2 ~(t_2 − t_1) ) śőłřăšĺšś£.

Şłăğăŋĺě. Ğăďăůă śćőďĺšś£ ł ćżďěńěŋĺ¿ ŕőńŋőčő łćăďřăšă. Ŕőńőęĺň F (t_1; t_2) = A(t_1; t_2) √ 2πi~(t_2 − t_1)

m . Šőčďă şřăćŋě-

ŋĺě (30) ¡łćĺćăńěŋšŋő şřăćŋěŋĺ¿ F (t_1; t)F (t; t_2) = F (t_1; t_2), řěÿěŋĺ£ łőšőřőčő ďă¿šś£ ťőřňşńőľ

F (t_1; t_2) =^f(^{t2})_f(_{t1});

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 107

čďě f(t) | ŋőřňĺřőćłă. Ňőęŋő śďěńăšĳ ğăňěŋş ĺ śůĺšăšĳ, ůšő

(t) → f(t) (t); U(t_2; t_1) →^f(^{t2})_f(_{t1})U(t_2; t_1):

Šőčďă

K(x_2; t_2; x_1; t_1) = √ m 2πi~(t_2 − t_1) exp ( im(x_2 − x_1)^2 2~(t_2 − t_1) ) ; š. ě.

|K(x_2; t_2; x_1; t_1)|^2 ∼ 1_{t2 − t1} :

Śńěďśšćĺě. Ŕńőšŋőśšĳ ćěřő£šŋőśšĺ šőčő, ůšő ůăśšĺűă őśšăŋěšś£ ć šőůłě x_1, őąřăšŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋă ćřěňěŋĺ.

Şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£

Ňż ğŋăěň, ůšő ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ ĺňě¿š ćĺď_d dt ∂L ∂ _q − ∂L ∂q = 0;

ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő ‹S = 0.

Śďěńăěň ć ćżřăęěŋĺĺ ďń£ ăňŕńĺšşďż ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋőľ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£

X(t) → X(t) + ”(t); ”(t_1) = ”(t_2) = 0; ” ≪ ~:

Ğďěśĳ X(t) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ šřăěłšőřĺ£, ŕő łőšőřőľ ĺďěš ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě, ă ”(t) | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ Àňăńă£Á šřăěłšőřĺ£ ś śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ. Ŕőśłőńĳłş ňěřă DX(t) ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ śďćĺčăţ, ňż ŕőńşůăěň ∫ DX(t)e^i~^{S[X]} = ∫ DX(t)e^i~^{S[X+”(t)]}; ĺńĺ ∫ DX(t)e^i~^{S[X]} = = ∫ DX(t)e^i~^{S[X]} exp ( i ~ ∫ ( ∂L ∂x − d dt ∂L ∂ _x ) ”(t) dt ) ;

108 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă ∫ DX(t)e^i~^{S[X]} = = ∫ DX(t)e^i~^{S[X]} ( 1 +^i~ ∫ ( ∂L ∂x − d dt ∂L ∂ _x ) ”(t) dt ) + o (‖ ‖ η ~ ‖ ‖) : Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ŕěřćőň ŕőř£ďłě ňăńőśšĺ ŕő ‖ ‖ η ~ ‖ ‖ ŕőńşůăěň ∫ DX(t)e^i~^{S[X]} ∫ ( ∂L ∂x − d dt ∂L ∂ _x ) ”(t) dt = 0;

ĺńĺ, ŕőňěŋ£ć ŕőř£ďőł ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£, ∫ (∫ DX(t)e^i~^{S[X]} ( ∂L ∂x − d dt ∂L ∂ _x )) ”(t) dt:

Ć śĺńş ŕřőĺğćőńĳŋőśšĺ ”(t) őłőŋůăšěńĳŋő ĺňěěň ⟨ d dt ∂L ∂ _x − ∂L ∂x ⟩ := ∫ DX(t) ( d dt ∂L ∂ _x − ∂L ∂x ) e^i~^{S[x]} = 0:

Śĺňňěšřĺĺ ĺ ĺŋšěčřăńż ďćĺęěŋĺ£

Ć łńăśśĺůěśłőľ ňěţăŋĺłě ś śĺňňěšřĺ£ňĺ ść£ğăŋă šěőřěňă Ŋ-ěšěř.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ťşŋłűĺ£ Ńăčřăŋęă L(x; _x; t) ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ šăłĺţ ğăňěŋăţ x → h(x; s) (s | ŕăřăňěšř), ůšő h(x; 0) = x ĺ h(x; s) ∼ x + s”(x) ŕřĺ s ≪ 1 (š. ě.^{∂h}_{∂s} | | s=0= ”).

Šőčďă ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě (ďń£ ĺśšĺŋŋżţ šřăěłšőřĺľ) śşźěśšćşěš ŕěřćżľ ĺŋšěčřăń I(x; _x) =^{∂L}_∂ __x ”(x) (śň. Ńěłűĺ£ 4 ŕřě-

ďżďşźěčő śěňěśšřă) ĺ^d_{dt} I = 0. Řăśśňőšřĺň ćăřĺăűĺ¿ ćĺďă

x → x + s(t)”(x); S → S(x + s(t)”(x)) = S(x) + ∫ _S(t)I(x) dt:

Šőčďă ŋă łńăśśĺůěśłőľ šřăěłšőřĺĺ ∫ _S(t)I(x) dt = ∫ S(t) _I(x)dt = 0; ďń£ S(t_1) = S(t_2) = 0;

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 109

őšłşďă _I = 0.

Ć łćăŋšőćőň śńşůăě, łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě, ćěřŋő, ůšő d dt ⟨I⟩ = 0; čďě ⟨I⟩ := ∫ Dx(t) ( d dt ∂L ∂ _x ”(x) ) e^i~^{S[x]} = 0:

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć łćăŋšőćőň śńşůăě ćăřĺăűĺ¿ x → x + s(t)”(x(t)) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋőľ ć ťěľŋňăŋőćśłőň ĺŋšěčřăńě. Łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě, ŕőńşůăěň ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě.

Śńěďśšćĺě. Ćăřĺăűĺ£ň ťşŋłűĺőŋăńőć ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě śőőšćěšśšćşěš ğăňěŋă ŕěřěňěŋŋőľ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ć ťěľŋňăŋőćśłőň ĺŋšěčřăńě. Ĺňŕşńĳś

Ć łńăśśĺłě, ěśńĺ ůăśšĺűă śćőąőďŋă£ (L(x; _x) =^m _^{x2}2 ), šő L(x; _x) = L(x + "; _x) ĺ ĺňŕşńĳś p = m _x =^{∂L}_∂ __x £ćń£ěšś£ ŕěřćżň ĺŋšěčřăńőň. Šő ęě śăňőě ŕřőĺśţőďĺš ć śńşůăě ğăňłŋşšőľ śĺśšěňż ŋěśłőńĳłĺţ ůăśšĺű, ěśńĺ ćğăĺňőďěľśšćĺě ğăćĺśĺš šőńĳłő őš |x_i − x_j|.

Ć łćăŋšőćőň śńşůăě (x; t) = ∫ Dx(fi)e^i~^{S[x]} (x; 0):

Śďěńăěň ğăňěŋş

x(fi) → x(fi) + ”(fi); ”(0) = 0; ”(t) = ": Šőčďă

(x + "; t) = ∫ x(t)=x+"

Dx(fi)e^i~^{S[x]} (x; 0)

= ŕőśńě śďěńăŋŋőľ ğăňěŋż = ∫ x(t)=x

Dx(fi)e^i~^{S[x(fi)+”(fi)]} (x; 0)

110 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

= (x; t) +^{iε}~ ∫ Dx(fi)e^i~^{S[x(fi)] ∂L}_∂ __x (x; 0) + + ∫ Dx(fi) (∫ ( ∂L ∂x − d dτ ∂L ∂ _x ) ”(fi) dfi ) e^i~^{S[x]} (x; 0):

Ć śĺńş łćăŋšőćżţ şřăćŋěŋĺľ ďćĺęěŋĺ£ ŕőśńěďŋĺľ ůńěŋ řăćěŋ ŋşń¿ ĺ ňż ŕőńşůăěň

(x + "; t) = (x; t) + "^{∂ψ}(^{x, t})_{∂x} = = (x; t) +^{iε}~ ∫ Dx(fi)e^i~^{S[x(fi)] ∂L}_∂ __x (x; 0):

Ĺśţőď£ ĺğ łńăśśĺůěśłőľ śĺšşăűĺĺ, ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕőśńěďŋěě śńăčăěňőě őŕřěďěń£ěš őŕěřăšőř ĺňŕşńĳśă

^p (x; t) := ∫ Dx(fi)e^i~^{S[x(fi)] ∂L}_∂ __x (x; 0):

Ŕőńşůăěň, ůšő ∂ψ ∂x =^i~ ^p ; ĺńĺ ^p =~_i^∂_{∂x} :

Ňż ŕőńşůĺńĺ ğăňěůăšěńĳŋżľ ťăłš

Ĺňŕşńĳś ŕřőŕőřűĺőŋăńěŋ čěŋěřăšőřş śďćĺčă, š. ě. čěŋěřăšőřş śĺňňěšřĺĺ, ŕřĺ łőšőřőľ őŋ śőţřăŋ£ěšś£. Śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ ĺňŕşńĳśă

Řăśśňőšřĺň ğăďăůş ŋă śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ĺ ćěłšőřă őŕěřăšőřă ĺňŕşńĳśă:

^p _p = p _p; ĺńĺ~_i^{∂ψp}_{∂x} = p _p:

Śńěďőćăšěńĳŋő, śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ _p = ce i ~ px | ŕńőśłĺě ćőńŋż. Łřőňě šőčő, ďńĺŋă ćőńŋż – =^h_p , ă ćěřő£šŋőśšĳ ŋăľšĺ ůăśšĺűş ć ń¿ąőň ňěśšě | |^2 = c^2 ŋě ğăćĺśĺš őš x.

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 111

Ŋőřňĺřőćłă ťşŋłűĺľ _p = ce^i~^{px} ŕőńşůăěšś£ ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£ ∫ ∗_p(x) _p′ (x) dx = ‹(p − p^′):

Šăłĺň őąřăğőň, p(x) = 1√ 2π e^i~^{px}:

Řăğńőęěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőľ ćőńŋőćőľ ťşŋłűĺĺ (x) ŕő śőąśšćěŋŋżň ťşŋłűĺ£ň ěě ĺňŕşńĳśă, ŋăğżćăěňőě ĺňŕşńĳśŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň, | ¡šő ŕřőśšő řăğńőęěŋĺě ć ĺŋšěčřăń Ťşřĳě

(x; t) = ∫ c(p; t) _p(x) dp; čďě c(p; t) = ∫ (x; t) ^∗_p(x) dx:

Łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ĺ śőőšŋőÿěŋĺě ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ

Ďń£ őŕěřăšőřőć łőőřďĺŋăšż ^x ĺ ĺňŕşńĳśă ^p ćżŕőńŋěŋő śńěďş¿źěě łőňňşšăűĺőŋŋőě śőőšŋőÿěŋĺě: [^x; ^p] = i~. İšő őğŋăůăěš, ůšő ĺňŕşńĳś ĺ łőőřďĺŋăšş ŋěńĳğ£ ĺğňěřĺšĳ őďŋőćřěňěŋŋő.

Őŕřěďěńĺň ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĳ ć ĺğňěřěŋĺĺ ŋăąń¿ďăěňőľ q łăł śřěďŋěłćăďřăšĺůŋőě őšłńőŋěŋĺě ŋăąń¿ďăěňőľ őš śćőěčő śřěďŋěčő, š. ě. łăł łćăďřăš ďĺśŕěřśĺĺ: ⟨ (^q − ^q )^2 ⟩ . Ďăńĳÿě śńěďşěš śšăŋďăřšŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ŋěřăćěŋśšćă ňěęďş łćăďřăšőň śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ łćăďřăšăňĺ ďńĺŋ ďćşţ ćěłšőřőć.

Ŕşśšĳ ⟨^x⟩ = ⟨^p ⟩ = 0 (ć őąźěň śńşůăě šő ęě śăňőě). Řăśśňőšřĺň

⟨(¸^x + i^p)(¸^x − i^p)⟩ ¿ 0;

čďě H = ¸^x − i^p, H^+ = ¸^x + i^p, H^+H | ¡řňĺšőć ĺ ŕőńőęĺšěńěŋ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ‖H ‖^2 = ⟨ H^+H ⟩ ¿ 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¸^2⟨^x^2⟩ + + ¸~ + ⟨^p^2⟩ ¿ 0, őšłşďă ĺğ şśńőćĺ£ ŋă ďĺśłřĺňĺŋăŋš ŕőńşůăěň

śőőšŋőÿěŋĺě ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ ⟨^x^2⟩⟨^p^2⟩ ¿ ~^24 .

112 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ňĺŋĺňĺğăűĺ£ śőőšŋőÿěŋĺ£ ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ. Ćőńŋőćżě ŕăłěšż

Ĺğ ŕřěďżďşźĺţ řăśśňőšřěŋĺľ śńěďşěš, ůšő ňĺŋĺňşň ďőśšĺčăěšś£ ŕřĺ ¸ = −~ 2⟨^x^2⟩ (¡šő łőřěŋĳ ŕőśńěďŋěčő łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕřĺ ŋşńěćőň ďĺśłřĺňĺŋăŋšě). Ć ¡šőň śńşůăě ŕőńşůăěň, ůšő ‖H ‖^2 = 0, H = 0, š. ě.

(¸^x − i^p) = 0; ĺńĺ − ~2_{⟨^x2⟩} x = ~^{∂ψ}_{∂x} ; = Ne^−

x^2 4⟨^x^2⟩ : Őąőğŋăůĺň ⟨^x^2⟩ =^{a2}2 , šőčďă = Ne^{− x2}2a^2 . Ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő ŕőśůĺšăšĳ śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě őŕěřăšőřőć ^x^2 ĺ ^p^2 ć śőśšő£ŋĺĺ . Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńşůăěň ⟨^x^2⟩ = ⟨ |^x^2 ⟩ = a^2=2 ĺ ⟨^p^2⟩ = ⟨ |^p^2 ⟩ = ~^22_{a2} .

Ğăďăůă. Ŕřőďěńăľšě ¡šĺ ćżůĺśńěŋĺ£. Ůěňş řăćŋő N? Ć śńşůăě p = p_0 ≠ 0 ĺ x = x_0 ≠ 0 ćőńŋőćă£ ťşŋłűĺ£ şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ i(^p − p_0) = −~_{a2} (x − x_0) :

Ğăďăůă. Řěÿĺšě ¡šő şřăćŋěŋĺě. Őšćěš:

= Ne^{ip0(x−x0)~ − (x−x0)2}2a^2 :

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć ŕőńşůěŋŋőň śőśšő£ŋĺĺ ⟨^x⟩ = x_0, ă ⟨^p ⟩ = p_0.

Ďćĺęěŋĺě ćőńŋőćőčő ŕăłěšă

Ŕşśšĳ śćőąőďŋă£ ůăśšĺűă ŋăţőďĺńăśĳ ŕřĺ t = 0 ć śőśšő£ŋĺĺ

= Ne

ip_0(x − x_0) ~^−

(x − x_0)^2 2a^2 :

Ŋăľďěň, ć łăłőě śőśšő£ŋĺě őŋă ŕěřěľďěš ůěřěğ ćřěň£ t.

(x; t) = ∫ K(x; t; y; 0) (y; 0) dy =

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 113 = √ m 2πi~ N √ t ∫ e^{im(x−y)2}2~t e^{ip0(y−x0)~ − (y−x0)2}2a^2 dy = : : :

Ğăďăůă 10. Ŕřőďěńăľšě ćżůĺśńěŋĺ£. [Ńěłűĺ£ 16] Ďřşčőľ śŕőśőą ŕőŋ£šĳ ďćĺęěŋĺě ćőńŋőćőčő ŕăłěšă | ¡šő řăğńőęĺšĳ ćőńŋőćş¿ ťşŋłűĺ¿ ŕő ŕńőśłĺň ćőńŋăň:

(x; 0) = ∫ c(p; 0)e^{ipx}~ dp;

čďě ćěńĺůĺŋă |c(p; 0)|^2 řăćŋă ćěřő£šŋőśšĺ ĺňěšĳ ĺňŕşńĳś p. Šőčďă ĺğ şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă ć ĺňŕşńĳśŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ

i~^{∂ψ}_{∂t} =^{p2}2_m

ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň (p; 0) = c(p; 0) śńěďşěš, ůšő

c(p; t) = c(p; 0)e^{−i p2t}2m~ ; (x; t) = ∫ c(p; 0)e^{−i p2t}2m~ e^{ipx}~ dp:

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ůšő řăśŕřěďěńěŋĺě ŕő ĺňŕşńĳśăň ŋě ňěŋ£ěšś£: |c(p; 0)|^2 = |c(p; t)|^2, ă řăśŕřěďěńěŋĺě ŕő łőőřďĺŋăšăň řăśŕńżćăěšś£, ŕőśłőńĳłş ůăśšĺűă ś ąőńĳÿĺň ĺňŕşńĳśőň şţőďĺš ğă ćřěň£ t ďăńĳÿě.

Ğăďăůă. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň (x; 0).

Čăňĺńĳšőŋĺăŋ

Ŕşśšĳ ńăčřăŋęĺăŋ L(x; _x) ŋě ğăćĺśĺš őš ćřěňěŋĺ £ćŋő (őďŋőřőďŋőśšĳ ŕő ćřěňěŋĺ). Šőčďă

S[x(t)] = t2∫

t1 L(x(t); _x(t)) dt =

t2+"∫

t1+"

L(x(t − "); _x(t − ")) dt:

114 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Řăğńőęĺň ŕőśńěďŋĺľ ĺŋšěčřăń ŕő " ďő ůńěŋőć ŕěřćőčő ŕőř£ďłă, ć šőň ůĺśńě, ŕő ćěřţŋěňş ĺ ŋĺęŋěňş ŕřěďěńăň:

S[x(t)] = S + " ( L(x(t); _x(t))|^{t2}_{t1} − ∫ [ ∂L ∂x _x +^{∂L}_∂ __x -x ] dt ) = = S + " ( L(x(t); _x(t)) − _x^{∂L}_∂ __x ) | | t2 t1 −" (∫ _x [ ∂L ∂x − d dt ∂L ∂ _x ] dt ) : Ć łńăśśĺłě őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő čăňĺńĳšőŋĺăŋ H ≡ _x^{∂L}_∂ __x −L £ćń£- ěšś£ ŕěřćżň ĺŋšěčřăńőň, š. ě. śőţřăŋ£ěšś£.

Ć łćăŋšőćőň śńşůăě

(x; t) = ∫ Dx(fi)e^i~^{S[x]} (x; 0):

Śďěńăěň ğăňěŋş x(fi) → x(fi + "); x(t + ") = x; t = fi + "; fi = t − " " ≪ 1: Šőčďă

(x; t + ") = = ∫ x(t+")=x

Dx(t)e^i~^{S[x]} (x; 0) =

= ŕőśńě śďěńăŋŋőľ ğăňěŋż = ∫ x(t+")=x

Dx(t)e^i~^{∫ t+εε L(x(t−"); _x(t−")) dt} (x; 0) =

= ∫ Dx(t)e i ~ [ S+" ( L(x(t); _x(t))− ∫ [ ∂L ∂x _x+ ∂L ∂ _x -x ] dt )] (x; 0) = = ∫ Dx(t)e^i~ [^{S+"}(^{L(x(t); _x(t))− _x ∂L}∂ẋ )^{−"}(^{∫ _x}(^{∂L}∂x^{− d}dt^{∂L}∂ẋ )^{dt})] (x; 0) = = ∫ Dx(t)e^i~ [S] ( 1 −^{iε}~ ( _x^{∂L}_∂ __x − L ) −

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 115

− ∫ _x ( ∂L ∂x − d dt ∂L ∂ _x ) dt ) (x; 0) =

= (x; t) −^{iε}~ ∫ Dx(t)e^i~^{[S]} ( _x^{∂L}_∂ __x ) (x; 0) − − iε ~ (∫ ( Dx(t)e^i~^{[S]} ( ∂L ∂x − d dt ∂L ∂ _x )) _x dt ) (x; 0):

Ć śĺńş łćăŋšőćżţ şřăćŋěŋĺľ ďćĺęěŋĺ£ ŕőśńěďŋĺľ ůńěŋ řăćěŋ ŋşń¿, ĺ ňż ŕőńşůăěň

(x; t + ") = (x; t) + "^{∂ψ}(^{x, t})_{∂t} =

= (x; t) −^{iε}~ ∫ Dx(t)e^i~^{[S]} ( _x^{∂L}_∂ __x − L ) (x; 0):

Łăł ć śńşůăě ś ĺňŕşńĳśőň, ĺśţőď£ ĺğ łńăśśĺůěśłőľ śĺšşăűĺĺ, ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕőśńěďŋěě śńăčăěňőě őŕřěďěń£ěš őŕěřăšőř čăňĺńĳšőŋĺăŋă ^H

^H (x; t) := ∫ Dx(t)e^i~^{[S]} ( _x^{∂L}_∂ __x − L ) (x; 0):

Ŕőńşůăěň, ůšő

"^{∂ψ}_{∂t} = −^{iε}~ ^H ; ĺńĺ ^H = i~^∂_{∂t} :

Ĺšăł, ňż ŕőńşůĺńĺ ćšőřőľ ğăňěůăšěńĳŋżľ ťăłš:

Čăňĺńĳšőŋĺăŋ ŕřőŕőřűĺőŋăńěŋ čěŋěřăšőřş śĺňňěšřĺĺ, ŕřĺ łőšőřőľ őŋ śőţřăŋ£ěšś£.

Łćăŋšőćżě śłőąłĺ Ŕşăśśőŋă

Śłőąłăňĺ Ŕşăśśőŋă ć łńăśśĺůěśłőľ šěőřĺĺ ŋăğżćăěšś£

{u; v} := ∑ k ( ∂u ∂q_k ∂v ∂p_k − ∂u ∂p_k ∂v ∂q_k ) : Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě śńěďş¿źĺě śćőľśšćă śłőąőł Ŕşăśśőŋă:

116 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

1) {u; v} = −{v; u}; 2) {u; const} = 0;

3) {u_1 + u_2; v} = {u_1; v} + {u_2; v}; 4) {u; v_1 + v_2} = {u; v_1} + {u; v_2}; 5) {u_1u_2; v} = {u_1; v}u_2 + u_1{u_2; v}; 6) {u; v_1v_2} = {u; v_1}v_2 + v_1{u; v_2}; 7) {u; {v; w}} + {v; {w; u}} + {w; {u; v}} = 0.

Ŋăąń¿ďăěňżě ć łćăŋšőćőľ šěőřĺĺ ŋě łőňňşšĺřş¿š, ŕő¡šőňş ŕőŕřőąşěň ŋăľšĺ şśńőćĺ£ ŋă ÀłćăŋšőćżěÁ śłőąłĺ Ŕşăśśőŋă, śůĺšă£, ůšő ć łćăŋšőćőľ šěőřĺĺ ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ šě ęě śćőľśšćă. Řăśśňőšřĺň ćżřăęěŋĺě {u_1u_2; v_1v_2}~. Ěčő ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ. Śřăćŋĺćă£ řěğşńĳšăšż, ŕőńşůăěň

{u_1; v_1}~(u_2v_2 − v_2u_2) = (u_1v_1 − v_1u_1){u_2; v_2}~:

Ŕőśłőńĳłş ćśě ¡šĺ ŋăąń¿ďăěňżě ŋěğăćĺśĺňż, ěśšěśšćěŋŋő ŕőńőęĺšĳ i~{u; v}~ := uv − vu:

Ŕřěďśšăćńěŋĺě Čěľğěŋąěřčă

Śřăćŋĺň ďćă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă (t) = U(t) _0;

i~^{∂ψ}_{∂t} = H ; (0) = _0:

Ŕőśńěďŋěě şřăćŋěŋĺě ňőęŋő ťőřňăńĳŋő řěÿĺšĳ: (t) = e^{− i}~^{Ht} _0. Őšś¿ďă ŕőńşůăěň, ůšő őŕěřăšőř ¡ćőń¿űĺĺ U(t) = e^{− i}~^{Ht}, U^{−1}(t) = = e^i~^{Ht}. Ŕşśšĳ ^q(t) = U(t)^q U^{−1}(t), čďě ŋăąń¿ďăěňă£ ^q ŋě ğăćĺśĺš őš ćřěňěŋĺ. Šőčďă

i~^{∂^q} (^t)_{∂t} = [ ^H(t); ^q (t) ] ; ĺńĺ^{∂^q} (^t)_{∂t} = { ^H(t); ^q (t)}~;

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 117

čďě i~{ ^H(t); ^q (t)}~ = [ ^H(t); ^q (t)]:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ^H | őŕěřăšőř ¡ŋěřčĺĺ. Ňż ŕőńşůĺńĺ, ůšő ŕřĺ ~ → 0 łćăŋšőćă£ šěőřĺ£ ŕěřěţőďĺš ć łńăśśĺůěśłş¿ (şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ ŕő ťőřňě őśšă¿šś£ šěňĺ ęě, ă ŋăąń¿ďăěňżě ŋăůĺŋă¿š łőňňşšĺřőćăšĳ ňěęďş śőąőľ).

Śšăűĺőŋăřŋżě śőśšő£ŋĺ£

Ŕşśšĳ ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš _0 | śőąśšćěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ čăňĺńĳšőŋĺăŋă ( ^H _0 = E _0). Šőčďă (t) = e^{− i}~^{Ht} _0. Ŕřĺ ¡šőň | |^2 ŋě ğăćĺśĺš őš ćřěňěŋĺ. Šăłĺě śőśšő£ŋĺ£ ŋăğżćă¿š śšăűĺőŋăřŋżňĺ. E ŋăğżćă¿š şřőćŋěň ¡ŋěřčĺĺ. Ěśńĺ ďăŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ E śőőšćěšśšćşěš ŋě őďŋă, ă ŋěśłőńĳłő śőąśšćěŋŋżţ ťşŋłűĺľ, šő šăłőľ şřőćěŋĳ ŋăğżćă¿š ćżřőęďěŋŋżň.

Őśŋőćŋżě śćőľśšćă şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă

Ĺğ şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă ŋě śńěďşěš ŋĺłăłĺţ őčřăŋĺůěŋĺľ ŋă ćőńŋőćş¿ ťşŋłűĺ¿ . Őążůŋő ćżďćĺčă¿š śńěďş¿źĺě ťĺğĺůěśłĺě šřěąőćăŋĺ£:

1) ćőńŋőćă£ ťşŋłűĺ£ őďŋőğŋăůŋă ĺ ŋěŕřěřżćŋă ćő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě (ďăęě ŕřĺ řăğřżćŋőśšĺ ŕőšěŋűĺăńă V );

2) ć őąńăśšĺ, čďě V = ∞, ≡ 0;

3) ć őąńăśšĺ, čďě V ≠ ∞, ďőńęŋż ążšĳ ŋěŕřěřżćŋż ĺ ŕřőĺğćőďŋżě ćőńŋőćőľ ťşŋłűĺĺ.

Ĺğ šřěąőćăŋĺ£ (1) śńěďşěš, ůšő ŋă čřăŋĺűě őąńăśšĺ {V = ∞} ćőńŋőćă£ ťşŋłűĺ£ ďőńęŋă ążšĳ ŋěŕřěřżćŋă, ŋő ¡šőčő ŋěńĳğ£ śłăğăšĳ őą ěě ŕřőĺğćőďŋżţ.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ¡ŋěřčěšĺůěśłĺě şřőćŋĺ śĺśšěňż ąőńĳÿě ňĺŋĺňăńĳŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ŕőšěŋűĺăńă, š. ě. E_n > V_{min}.

Ğăďăůă. Ŕşśšĳ V ĺňěěš ćĺď, łăł ŋă řĺś. 9. Ďőłăęĺšě, ůšő śŕěłšř őšřĺűăšěńĳŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ ¡ŋěřčĺĺ | ďĺśłřěšěŋ, ă ŕőńőęĺšěńĳŋżţ | ŋěŕřěřżćěŋ.

118 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Řĺś. 9.

Ğăďăůă. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŕőšěŋűĺăńă V , ĺňě¿źěčő ćĺď łăł ŋă řĺś. 9, śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ E_k < 0 ĺ ćőńŋőćőľ ťşŋłűĺĺ _k, śőőšćěšśšćş¿źěľ ¡šőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿, šăłĺţ, ůšő (ă) ∫ | _k|^2 dx < ∞; (ą) _k ≠ 0 ć őąńăśšĺ, čďě E_k < V .

Ğăďăůă. Ŕşśšĳ V ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš őąřăźăěšś£ ć −∞ ŕő ğăłőŋş V = −^α_{rs} (¸ > 0), š. ě. ĺňěěš ćĺď, łăł ŋă řĺś. 10. Ďőłăęĺšě, ůšő (ă) ŕřĺ s > 2 śşźěśšćş¿š őšřĺűăšěńĳŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ¡ŋěřčĺĺ, śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿĺě ŕő ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě;

(ą) ŕřĺ s < 2 ¡ŋěřčĺ£ ŋě ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿĺţ ŕő ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋě őšřĺűăšěńĳŋżţ ğŋăůěŋĺľ.

Ğăďăůă. Ĺśśńěďşľšě ţăřăłšěř őšřĺűăšěńĳŋőčő ¡ŋěřčěšĺůěśłőčő śŕěłšřă ŕőšěŋűĺăńőć, łăł ŋă řĺś. 10 ( V ≈ −^α_{rs} ) , ć őłřěśšŋőśšĺ ŋşń£.

Řĺś. 10.

Şłăğăŋĺě. Řăśśňőšřĺšě ŕőćěďěŋĺě ćőńŋőćżţ ťşŋłűĺľ ŋă ąőńĳÿĺţ řăśśšő£ŋĺ£ţ.

(ŃŃ3, Čń. 3, § 18, ś. 73.)

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 119

Ćăřĺăűĺőŋŋżľ ŕřĺŋűĺŕ

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă H = E ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, łăł şřăćŋěŋĺě İľńěřă { Ńăčřăŋęă ťşŋłűĺőŋăńă S[ ; ^∗] = ∫ ∗(H − E) dx.

Şłăğăŋĺě. Ŕő ĺ ^∗ ňőęŋő ŋěğăćĺśĺňő ćăřĳĺřőćăšĳ ťşŋłűĺőŋăń S[ ; ^∗].

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő şřăćŋěŋĺě H = E ŕřĺ şśńőćĺĺ ∫ ∗ dx = 1 ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, łăł şřăćŋěŋĺě İľńěřă { Ńăčřăŋęă ć ğăďăůě ŋă şśńőćŋżľ ¡łśšřěňşň ťşŋłűĺőŋăńă S_1[ ; ^∗] = = ∫ ∗H dx ŕřĺ şśńőćĺĺ ∫ ∗ dx = 1. Ŕřĺ ¡šőň E ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ňŋőęĺšěńĳ Ńăčřăŋęă ć ¡šőľ ğăďăůě.

Ŕřěďżďşźĺě řăśśşęďěŋĺ£ £ćń£¿šś£ őśŋőćőľ ďń£ ŕř£ňőčő ćăřĺăűĺőŋŋőčő ňěšőďă. Śşęěŋĺě łńăśśă ťşŋłűĺľ ďő £ćŋő ğăďăŋŋőčő ĺ ğăćĺś£źěčő őš ŕăřăňěšřă ŕřěćřăźăěš řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă ć ğăďăůş ŋă őšżśłăŋĺě ňĺŋĺňşňă ťşŋłűĺőŋăńă.

Ğăďăůă. Ŕşśšĳ ĺğćěśšŋż ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ _0, _1, : : : , _{n−1} ŕěřćżţ n śőśšő£ŋĺľ, řăśŕőńőęěŋŋżţ ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ ¡ŋěřčĺĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋă ćőńŋőćőľ ťşŋłűĺĺ śńěďş¿źěčő śőśšő£- ŋĺ£ ďőśšĺčăěšś£ ňĺŋĺňşň ťşŋłűĺőŋăńă ∫ ∗H dx, ŕřĺ şśńőćĺ£ţ ∫ ∗ dx = 1 ĺ ∫ ∗ _k dx = 0, k = 0; 1; : : : ; n − 1.

(ŃŃ3, Čń. 3, § 20, ś. 79.)

Őďŋőňěřŋőě ďćĺęěŋĺě

Ğăďăůă. Ŕşśšĳ ŕőšěŋűĺăńĳŋă£ ¡ŋěřčĺ£ ůăśšĺűż ğăćĺśĺš šőńĳłő őš őďŋőľ łőőřďĺŋăšż: V (x; y; z) = V (x). Ŕřőćěřĳšě, ůšő šőčďă ćőńŋőćş¿ ťşŋłűĺ¿ (x; y; z) ňőęŋő ĺśłăšĳ ć ćĺďě (x; y; z) = = _1(x) _2(y; z), čďě _2(y; z) şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ śćőąőďŋőľ ďćşňěřŋőľ ůăśšĺűż, ă _1(x) | őďŋőňěřŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ Ÿřěďĺŋčěřă:

d^2ψ_1 dx^2 + 2m ~^2 [E

− V (x)] _1 = 0:

Ğăďăůă. Ŕşśšĳ ŕőšěŋűĺăńĳŋă£ ¡ŋěřčĺ£ ůăśšĺűż V (x; y; z) = = V_1(x)+V_2(y)+V_3(z). Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćőńŋőćş¿ ťşŋłűĺ¿ ňőęŋő

120 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

ĺśłăšĳ ć ćĺďě (x; y; z) = _1(x) + _2(y) + _3(z), čďě łăęďă£ ĺğ _i şďőćńěšćőř£ěš őďŋőňěřŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ Ÿřěďĺŋčěřă

d^2ψ_i(x) dx^2 + 2m ~^2 [E

− V_i(x)] _i = 0: (31)

Ŕőłăęěň, ůšő ć őďŋőňěřŋőľ ğăďăůě ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ ťĺŋĺšŋżţ śőśšő£ŋĺľ ĺňě¿š řăğńĺůŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ (ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, ůšő À¡ŋěřčěšĺůěśłĺě şřőćŋĺ ďĺśłřěšŋőčő śŕěłšřă ŋěćżřőęďěŋżÁ).

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ěśšĳ ďćă řěÿěŋĺ£ (31) _1 ĺ _2 ś őďŋĺň ğŋăůěŋĺěň E. Šőčďă ψ^{′′}_1 ψ_1 = − 2m ~^2 [E

− V (x)] =^{ψ′′2}_{ψ2} :

Śńěďőćăšěńĳŋő, ^{′′}_1 _2 − _1 ^{′′}_2 = 0. Ĺŋšěčřĺřş£ ¡šő şřăćŋěŋĺě, ŕőńşůăěň ^′_1 _2 − _1 ^′_2 = c. Ŕőśłőńĳłş _1 = _2 = 0 ŕřĺ x → ∞, šő łőŋśšăŋšă c = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, ^′_1 _2 − _1 ^′_2 = 0, ĺ, ěźě řăğ ĺŋšěčřĺřş£, ŕőńşůăěň _1 = c _2.

Őďŋőňěřŋőě ďćĺęěŋĺě, ŕőćěďěŋĺě ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĺ Ŕşśšĳ V ĺňěěš śńěďş¿źş¿ ťőřňş, śň. řĺś. 11.

Řĺś. 11.

Ŕřĺ šăłőň ŕőšěŋűĺăńě ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ ĺ ĺţ ŕřőĺğćőďŋżě ďőńęŋż ążšĳ ŋěŕřěřżćŋż. Łřőňě šőčő, şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă

′^′ + 2^m~_2 (E − V (x)) = 0 (32)

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 121

ć őąńăśšĺ |x| > r_0 śćőďĺšś£ ł ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżň şřăćŋěŋĺ£ň ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

′^′ + 2^m~_2 (E − V_0) = 0; x < −r_0;

′^′ + 2^m~_2 E = 0; x > r_0:

(33)

Łăł ćśěčďă, ŋăś ĺŋšěřěśş¿š ńĺąő łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżě řěÿěŋĺ£, łőšőřżě £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ őŕěřăšőřă H, ńĺąő řěÿěŋĺ£, őčřăŋĺůěŋŋżě ŋă ćśěľ ůĺśńőćőľ őśĺ, őŕĺśżćă¿źĺě ŋěŕřěřżćŋżľ śŕěłšř H.

(1) E < 0. Őąőğŋăůĺň a^2_1 = −2^m ~^2

(E − V_0), a^2 = −2^m ~^2

E, a_i > 0.

Šőčďă şřăćŋěŋĺ£ (33) ĺňě¿š řěÿěŋĺ£:

ŕřĺ x < −r_0 = c_1e^{a1x} + c_2e^{−a1x}; ŕřĺ x > r_0 = c^′_1e^{a2x} + c^′_2e^{−a2x}:

Łćăďřăšĺůŋă£ ĺŋšěčřĺřşěňőśšĳ ŕřĺ x < −r_0 őğŋăůăěš, ůšő c_2 = 0, š. ě. ŕřĺ x < −r_0 = e^{√2m}~^{√V0−E x}. İšő ęě řěÿěŋĺě ŕřĺ x > r_0 £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ c_1e^{a1x} + c_2e^{−a1x} ĺ ňőęěš ążšĳ łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżň šőńĳłő ŕřĺ c_1 = 0. Ĺšăł, ňż śšăřšşěň ś řěÿěŋĺ£ (32) = e √ 2m ~ √ V0−E x ŕřĺ x < −r

0; ¡šő řěÿěŋĺě ŕěřěŕĺśżćăěň ŕřĺ x > r_0 ůěřěğ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ c_1e^{√−E x} + c_2e^{−√−E x} ĺ ŕřĺřăćŋĺćăěň ŋşń¿ c_1. Şřăćŋěŋĺě c_1 = 0 £ćń£ěšś£, ŋă śăňőň ďěńě, şřăćŋěŋĺěň ŋă E: c_1(E) = 0. Łőřŋĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺ ğăďă¿š ďĺśłřěšŋżľ śŕěłšř őŕěřăšőřă H.

Ğăďăůă. Ŕřőďěńăľšě ŕřěďżďşźş¿ ŕřőűěďşřş £ćŋő ć śńşůăě ŕőšěŋűĺăńă řĺś. 12 V = V_0; x < 0;

V_1; 0 6 x < r_0; 0; x ¿ r_0:

Ŋăľďĺšě ňăšřĺűş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ťşŋłűĺľ (ňăšřĺűă ňőŋőďřőňĺĺ) ŕřĺ ŕěřěţőďě őš V_0 ł V_1, őš V_1 ł 0.

122 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Řĺś. 12.

Řěÿěŋĺě. Őąőğŋăůĺň √ 2m ~ √ V_0 − E = a, √ 2m ~ √ E − V_1 = b, √ 2m ~ √ −E = c. Őąźĺě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă ğăŕĺśżćă¿šś£

c_1e^{ax} + c_2e^{−ax}; ŕřĺ x < 0; (34) c^′_1e^{ibx} + c^′_2e^{−ibx}; ŕřĺ 0 6 x < r_0; (35) c^{′′}_1e^{cx} + c^{′′}_2e^{−cx}; ŕřĺ x > r_0; (36)

1) Řăśśňőšřĺň _1 = e^{ax}. Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł (2) ŋşęŋő ğăŕĺśăšĳ şśńőćĺě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ řěÿěŋĺ£ ĺ ŕřőĺğćőďŋőľ ć šőůłě x = 0. Ŕőńşůăěň śĺśšěňş { c^′_{11} + c^′_{21} = 1;

ibc^′_{11} − ibc^′_{21} = a;

ĺğ łőšőřőľ ŕőńşůăěň ŕěřćżľ śšőńąěű ňăšřĺűż M^{V1}_{V0} :

M^{V1}_{V0} = a + ib 2ib ∗ −a + ib 2ib ∗ : Ćšőřőľ śšőńąěű ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕěřćőčő ťőřňăńĳŋőľ ğăňěŋőľ a → → −a. Ĺńĺ M^{V1}_{V0} = a + ib 2ib −a + ib 2ib −a + ib 2ib a + ib 2ib :

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 123

2) Ăŋăńőčĺůŋő řăśśňőšřěŋĺ¿ ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă, ğăŕĺśżćă£ şśńőćĺě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ řěÿěŋĺ£ ĺ ŕřőĺğćőďŋőľ ć šőůłě x = r_0, ŕőńşůăěň ńĺŋěľŋżě śĺśšěňż ŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż ňăšřĺűż M^0_{V0} .

Őšćěš: M^0_{V0} = e^{(−c+ib)r0 c} +^{ib}2_c e^{(−c−ib)r0 c − ib}2_c

e^{(c+ib)r0 c − ib}2_c e^{(c−ib)r0 c} +^{ib}2_c : Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő şřăćŋěŋĺě c_1(E) = 0 ŋă ďĺśłřěšŋżľ śŕěłšř E ¡łćĺćăńěŋšŋő

e^{ibr0} (c + ib)(a + ib) + e^{−ibr0} (c − ib)(−a + ib) = 0 ĺńĺ

e^{2ibr0} = (^{c − ib}) (c + ib) (a − ib) (a + ib) ⇔ ⇔ e √ 2m ~ 2i √ E−V1 r0 = ( √ −E−i √ E−V_1)( √ V_0−E−i √ E−V_1) ( √ −E+i √ E−V_1)( √ V_0−E+i √ E−V_1) : (37)

(2) 0 < E < V_0.

Ğăďăůă. Ğăŕĺÿĺšě őąźĺľ ćĺď řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă ŕřĺ x < −r_0 ĺ ŕřĺ x > r_0.

Ĺğ řěÿěŋĺ£ ğăďăůĺ ćĺďŋő, ůšő łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżţ řěÿěŋĺľ ŋěš.

Ğăďăůă. Ŋăľďĺšě őčřăŋĺůěŋŋżě řěÿěŋĺ£ ć śńşůăě ŕőšěŋűĺăńă řĺś. 12 ĺ 0 < E < V_0. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őŋő ěďĺŋśšćěŋŋő (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ).

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺ ć śńşůăě őąźěčő ŕőšěŋűĺăńă (řĺś. 11) ŕřĺ 0 < E < V_0 śŕěłšř £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň ŋěŕřěřżćŋżň.

(3) E > V_0.

Ć ¡šőň śńşůăě şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă ĺňěěš ĺ ŕřĺ x < −r_0, ĺ ŕřĺ x > r_0 őčřăŋĺůěŋŋżě řěÿěŋĺ£ _k = c_1e^{iakx}+c_2e^{−iakx}. Ŕő¡šőňş ń¿ąă£ ćőńŋőćă£ ťşŋłűĺ£ őčřăŋĺůěŋă. Łćăďřăšĺůŋő ĺŋšěčřĺřşěňżţ řěÿěŋĺľ ŋěš.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ E > V_0 őŕěřăšőř H ĺňěěš ŋěŕřěřżćŋżľ ďćşłřăšŋőćżřőęďěŋŋżľ śŕěłšř.

124 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ŕőšěŋűĺăńĳŋă£ £ňă

Ŕőšěŋűĺăńĳŋőľ £ňőľ ŋăğżćăěšś£ ŕőšěŋűĺăń ćĺďă ŕőšěŋűĺăńă ŋă řĺś. 13:

V (x) = { 0; ŕřĺ x < 0 ĺńĺ x ¿ r_0; V_1; ŕřĺ 0 6 x < r_0:

İšő ůăśšŋżľ śńşůăľ ŕőšěŋűĺăńă ŋă řĺś. 12 ŕřĺ V_0 = 0.

Řĺś. 13.

Şřăćŋěŋĺě ŋă ďĺśłřěšŋżľ śŕěłšř őŕěřăšőřă H šăłőčő ŕőšěŋűĺăńă (37) şŕřőźăěšś£. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň

e^{i√E−V1r0 √2m}~ = √ −E − i √ E − V_1 √ −E + i √ E − V_1 :

(38)

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć śńşůăě ŕőšěŋűĺăńă

V (x) =

{ ∞; ŕřĺ x < 0 ĺńĺ x > r_0;

0; ŕřĺ 0 6 x 6 r_0:

(ŕőšěŋűĺăń ś ąěśłőŋěůŋő ćżśőłĺňĺ śšěŋłăňĺ) śŕěłšř ŕőńŋőśšĳ¿ ďĺśłřěšŋżľ ĺ ĺňěěš ćĺď

E_n =^{π2}~^22_{mr20} n^2; n = 1; 2; 3; : : :

Şłăğăŋĺě. Řěÿĺšě ğăďăůş ś śăňőčő ŋăůăńă.

(ŃŃ3, Čń. 3, § 22, ś. 86.)

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 125

[Ńěłűĺ£ 17] Ńĺŋěľŋżľ őśűĺńń£šőř

Őŕřěďěńěŋĺě. Ńĺŋěľŋżň ĺńĺ čăřňőŋĺůěśłĺň őśűĺńń£šőřőň ŋăğżćă¿š ťĺğĺůěśłş¿ śĺśšěňş ś čăňĺńĳšőŋĺăŋőň

H =^{p2}2_m +^{m2ω2x2}2 :

Śŕěłšř čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă

Ğăňěšĺň, ůšő^H~_ω =^{p2}2_m~_ω +^{mωx2}2~ £ćń£ěšś£ ąěğřăğňěřŋőľ ćěńĺůĺŋőľ. Ććěďěň śńěďş¿źĺě őŕěřăšőřż, łőšőřżě őążůŋő ŋăğżćă- ¿šś£ őŕěřăšőřăňĺ řőęďěŋĺ£ ĺ şŋĺůšőęěŋĺ£ ůăśšĺűż:

a^+ =^p√ 2~mω + i √ mω 2~ x:

a =^p√ 2~mω − i √ mω 2~ x:

Ěśńĺ ąż őŕěřăšőřż p ĺ x łőňňşšĺřőćăńĺ, šő a · a^+ ążńő ąż řăğńőęěŋĺěň^H~_ω ŕő ťőřňşńě řăğŋőśšĺ łćăďřăšőć.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£:

H = ~^ω2 (aa^+ + a^+a); [a; a^+] = 1; H = ~! ( a^+a + 12 ) : Őŕřěďěńĺň ěźě őďĺŋ őŕěřăšőř ^n = a^+a. Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ^na^+ = a^+(^n + 1); ^na = a(^n − 1):

Řăśśňőšřĺň śőąśšćěŋŋş¿ ťşŋłűĺ¿ (śőśšő£ŋĺě) _0 őŕěřăšőřă a šăłş¿, ůšő a _0 = 0.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě (ŕő ĺŋďşłűĺĺ), ůšő ďń£ _n := (a^+)^n _0 ćżŕőńŋěŋő ^n _n = n _n.

126 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő _n | śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ čăňĺńĳšőŋĺăŋă H, š. ě. H _n = E_n _n ĺ E_n = ~!(n + 1=2).

Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň Šěőřěňă. Čăřňőŋĺůěśłĺľ őśűĺńń£šőř őąńăďăěš ńĺÿĳ ďĺśłřěšŋżň śŕěłšřőň E_n = ~!(n + 1=2), š. ě. řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş ďćşň£ ąńĺęăľÿĺňĺ şřőćŋ£ňĺ őďĺŋăłőćż ĺ řăćŋż ~!.

Śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă

Ůšőąż ŋăľšĺ śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£- šőřă, ŋşęŋő řěÿĺšĳ şřăćŋěŋĺě a _0 = 0, łőšőřőě ¡łćĺćăńěŋšŋő ć łőőřďĺŋăšŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ (ćśŕőňĺŋăěň, ůšő ^p =~_i^d_{dx} , ă ^x | ¡šő şňŋőęěŋĺě ŋă x) d dx _0 = −x^{mω}~ _0; (39)

őšłşďă _0 ńěčłő ŋăţőďĺšś£:

0 = c_0e^{− x2}2b^2 ; čďě b = √ ~ mω : Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ _n = (a^+)^n _0 ŕőńşůăěň

n(x) = ( −i √ 2 )n ( b^d_{dx} −^x_b )n 0(x):

Ěśšěśšćěŋŋő śďěńăšĳ ğăňěŋş z =^x_b . Šőčďă

n(bz) = ( −i √ 2 )n ( d dz − z )n 0(bz); ĺńĺ

n(bz) = ( −i √ 2 )n ( d dz − z )n e^{− z2}2 :

(40)

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőńĺŋőňż İřňĺšă H_n(x) őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ śńěďş¿źĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ: d^ne^{−x2/2} dx^n = (

−1)ne^−x^2=2Hn(x):

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 127

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő 1. ∫ H_n(x)H_m(x)e^{−x2=2} dx = 0 ŕřĺ n ≠ m; 2. ∫ H^2_n(x)e^{−x2=2} dx = n! √ 2ı; 3. H_{n+1}(x) = xH_n(x) −^d_{dx} H_n(x).

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺśšěňă {H_n(x)} ŕőńŋă ć ŕřőśšřăŋśšćě L_{2;ȷ}(R) ś ȷ = e^{−x2=2}.

Ğăďăůă. Őřšőčőŋăńĺğşľšě ć ŕřőśšřăŋśšćě L_{2;ȷ}(R) ś ȷ = e^{−x2=2} śĺśšěňş ňŋőčőůńěŋőć {1; x; x^2; : : : ; x^n}.

Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ ŕőńĺŋőňż P_n(z) śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ ( d dz − z )n e^{−z2=2} = (−1)^ne^{−z2=2}P_n(z)

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő 1. P_{n+1}(z) = 2zP_n(z) −^d_{dz} P_n(z);

2. P_n(z) = ( 1√ 2 )n H_n( √ 2z).

Ğăďăůă. Ćżŕĺÿĺšě £ćŋżľ ćĺď ŋőřňĺřőćăŋŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ťşŋłűĺľ čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă _n ůěřěğ ŕőńĺŋőňż İřňĺšă (őšćěš ňőęŋő ŋăľšĺ ć ń¿ąőň şůěąŋĺłě ŕő łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě). Ćżůĺśńĺšě ⟨p⟩_n , ⟨ p^2 ⟩ n , ⟨x⟩_n ĺ ⟨ x^2 ⟩ n . (ŃŃ3, Čń. 3, § 23.)

[Ńěłűĺ£ 18]

Ňőňěŋš ĺňŕşńĳśă

Ŕřőśšřăŋśšćő ĺğőšřőŕŋő. İšő őğŋăůăěš, ůšő ćśě ŋăŕřăćńěŋĺ£ ć ŋěň ďőńęŋż ążšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ŕő¡šőňş čăňĺńĳšőŋĺăŋ ğăňłŋşšőľ śĺśšěňż ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕőćőřőšăţ. Šő ěśšĳ V H = HV , čďě V | őŕěřăšőř ŕőćőřőšă. Ěśńĺ ¡šő śćőľśšćő ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ąěśłőŋěůŋő ňăńőčő ŕőćőřőšă, šő őŋő ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£ ĺ ďń£ ń¿- ąőčő ŕőćőřőšă. Ŋăľďěň ćĺď čěŋěřăšőřă ąěśłőŋěůŋő ňăńőčő ŕőćőřőšă.

Ŕşśšĳ ‹~’ | ćěłšőř ąěśłőŋěůŋő ňăńőčő ŕőćőřőšă, ŋăŕřăćńěŋŋżľ ŕő őśĺ ŕőćőřőšă ĺ řăćŋżľ ŕő ćěńĺůĺŋě şčńş ŕőćőřőšă. Šőčďă

128 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

‹~r = [‹~’;~r ]. İšő ćěřŋő ďń£ řăďĺşś-ćěłšőřă ~r_a ń¿ąőľ ůăśšĺűż a. Ŕőńşůăěň

‹ = (r_1 + ‹r_1; r_2 + ‹r_2; : : : ) − (r_1; r_2; : : : ) = = ∑ a ‹r_a∇_a = ‹~’ ∑ [~r_a; ~∇_a] :

Őŕěřăšőř 1 + ‹’ ∑ [r_a; ∇_a] ĺ ěśšĳ őŕěřăšőř ąěśłőŋěůŋő ňăńőčő ŕőćőřőšă.

Ććěďěň őŕěřăšőř ~M = ∑ a [~r_a; ~p_a], čďě p_a =~_i ∇_a. Ĺğ şśńőćĺ£

V^{−1}HV = H ĺ V = 1 + i‹~’^{⃗M}~ śńěďşěš, ůšő [H; ~M] = 0.

Ŕőńşůăěň, ůšő ŕőńŋżľ ňőňěŋš ĺňŕşńĳśă ğăňłŋşšőľ śĺśšěňż śőţřăŋ£ěšś£:^{d ⃗M}_{dt} = 0.

Ňż ňőęěň ć ďăńĳŋěľÿěň řăśśňăšřĺćăšĳ őďŋş ůăśšĺűş. Šăł łăł őŕěřăšőřż, őšŋőś£źĺěś£ ł řăğŋżň ůăśšĺűăň, łőňňşšĺřş¿š, šő ćśě łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£, ćěřŋżě ďń£ őďŋőľ ůăśšĺűż, ąşďşš ćěřŋż ĺ ďń£ śĺśšěňż ůăśšĺű.

Ććěďěň őŕěřăšőřż ŕřőěłűĺľ ňőňěŋšă ĺňŕşńĳśă M_i = −i~[r;∇]_i ĺ őŕřěďěńĺň őŕěřăšőřż L_i = 1~M_i ĺ L^2 = L^2_1 + L^2 + L^2_3.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć łőőřďĺŋăšŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ L_1 = i ( x_3^∂_{∂x2} − x_2^∂_{∂x3} ) ; L_2 = i ( x_1^∂_{∂x3} − x_3^∂_{∂x1} ) ; L_3 = i ( x_2^∂_{∂x1} − x_1^∂_{∂x2} ) : (41)

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őŕěřăšőřż L_i ďěľśšćş¿š šőńĳłő ŋă şčńőćżě ŕěřěňěŋŋżě, š. ě. ďń£ ń¿ąőľ = (r) ćżŕőńŋěŋő L_i (r) = = 0.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őŕěřăšőřż L_i ĺ L^2 şďőćńěšćőř£¿š śńěďş¿źĺň łőňňşšăűĺőŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň:

1: [L_i; L_j] = i"_{ijk}L_k; 2: [L^2; L_i] = 0:

(42)

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 129

Ĺğ ŕőśńěďŋěľ ğăďăůĺ śńěďşěš, ůšő ŕřőěłűĺĺ ňőňěŋšă ĺňŕşńĳśă ŋě £ćń£¿šś£ őďŋőćřěňěŋŋő ĺğňěř£ěňżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ. Őďŋőćřěňěŋŋő ňőčşš ążšĳ ĺğňěřěŋż šőńĳłő łćăďřăš ňőňěŋšă ĺňŕşńĳśă ĺ őďŋă ĺğ ěčő ŕřőěłűĺľ. Őążůŋőě śőčńăÿěŋĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő ĺğňěř£ěňă£ ŕřőěłűĺ£ ňőňěŋšă ĺňŕşńĳśă | ¡šő ~L_3 = ~L^z. Şďőąŋő ććěśšĺ śńěďş¿źĺě őŕěřăšőřż: L_+ = L_1 + iL_2, L_− = L_1 − iL_2.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£:

1: [L_+; L_−] = 2L_3;

[L_3; L_+] = L_+; [L_3; L_−] = −L_−:

(43)

2. L^2 = L_+L_− + L^2_3 − L_3 = L_−L_+ + L^2_3 + L_3.

Şďőąŋő ĺňěšĳ ćĺď ććěďěŋŋżţ őŕěřăšőřőć ć łőőřďĺŋăšŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ŕőń£řŋżţ łőőřďĺŋăš

x = r sin „ cos ’; y = r sin „ sin ’; z = r cos „:

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő

1: L_3 = −i^∂_{∂φ} ;

2: L_+ = e^{i’} [ ∂ ∂θ + i ctg „^∂_{∂φ} ] ; L_− = e^{−i’} [ − ∂∂θ + i ctg „ ∂∂φ ] ; 3: L^2 = − [ 1 sin^2 θ

∂^2 ∂φ^2 + 1 sin θ ∂ ∂θ ( sin „^∂_{∂θ} )] ; 4: ´ = 1_{r2}^∂_{∂r} ( r^{2 ∂}_{∂r} ) − 1 r^2 L 2:

(44)

Ĺğ ŕőśńěďŋěľ ğăďăůĺ śńěďşěš, ůšő őŕěřăšőř L^2 řăćěŋ, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£, şčńőćőľ ůăśšĺ őŕěřăšőřă Ńăŕńăśă.

(ŃŃ3, Čń. 4, § 26.)

130 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Śŕěłšř őŕěřăšőřőć L^2 ĺ L_3

Ŋăľďěň śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřőć L^2 ĺ L_3. Řăśśňőšřĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőőšćěšśšćş¿źěě őďŋőňş ťĺłśĺřőćăŋŋőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ őŕěřăšőřă L^2. Őąőğŋăůĺň ěčő A, š. ě. L^2 = A . Ŕşśšĳ _M | śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř L_3 ĺğ ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň M, š. ě. L_3 _M = M _M . Ĺğ

łőőřďĺŋăšŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ( L_3 = −i^∂_{∂φ} ) ŕőńşůăěň, ůšő _M =

= f(r; „)e^{iM’}, ă ĺğ őďŋőğŋăůŋőśšĺ _M śńěďşěš, ůšő M = 0; ±1; : : : űěńőě. (( L^2 − L^2_3 ) M ; _M ) = ( A _M − M^2 _M ; _M ) = A − M^2;

ś ďřşčőľ śšőřőŋż, (( L^2 − L^2_3 ) M ; _M ) = ( L^2_1 _M ; _M ) + ( L^2 _M ; _M ) = = (L_1 _M ; L_1 _M ) + (L_2 _M ; L_2 _M ) ¿ 0:

Ŕő¡šőňş |M| 6 √ A. Ŕőńşůăěň, ůšő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřă L_3 ŋă ŋăÿěň ŕřőśšřăŋśšćě őčřăŋĺůěŋż śćěřţş ĺ śŋĺğş.

Őąőğŋăůĺň M_{max} = L. Ĺğ ğăďăůĺ ŕřěďżďşźěčő ŕăřăčřăťă śńěďşěš, ůšő

(a) L_3(L_+ _M ) = (L_+L_3 + L_+) _M = (M + 1)L_+ _M , š. ě. L_+ _M = = _{M+1} ĺ, šăłęě, L_− _M = _{M−1};

(ą) L_+ _L = 0 ĺ L^2 _L = ( L_−L_+ + L^2_3 + L_3 ) L = L(L + 1) _L, š. ě.

A = L(L + 1);

(ć) L_− _{−L} = 0.

Ŕőńşůăěň, ůšő śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň L(L + 1) őŕěřăšőřă L^2 ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ 2L + 1 ĺ ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ őŕěřăšőřă L_3 ŋă ŋ-ěň L = {−L; : : : ; L − 1; L}.

Čőćőř£š, ůšő şřőćěŋĳ ¡ŋěřčĺĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ňőňěŋšş L, (2L + 1)-łřăšŋő ćżřőęďěŋ, ěśńĺ [H; L_i] = 0.

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 131

Šěŕěřĳ ňőęŋő ŋăľšĺ ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż őŕěřăšőřőć L_3, L_+ ĺ L_− ć ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě (ŕřěďśšăćńěŋĺĺ) ć ąăğĺśě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć _M = |M⟩ őŕěřăšőřă L_3.

(L_3)_{MM} ′ = M‹_{MM} ′ ; čďě M ∈ L:

L(L + 1) = ⟨M|L_+|M − 1⟩⟨M − 1|L_−|M⟩ + M^2 − M = = (⟨M|L_+|M − 1⟩)^2 + M^2 − M:

Śńěďőćăšěńĳŋő,

⟨M|L_+|M − 1⟩ = ⟨M − 1|L_−|M⟩ = √ (L + M)(L − M + 1):

Ğăďăůă. Ćżŕĺÿĺšě ňăšřĺűż őŕěřăšőřőć L_3, L_±, L_1, L_2 ć ¡šőň ąăğĺśě.

(ŃŃ3, Čń. 4, § 27.)

Śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ őŕěřăšőřă ňőňěŋšă

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ćśě ąőńĳÿĺě ąşłćż śšăŋőć£šś£ ňăńěŋĳłĺňĺ: L = l, M = m.

Ŕşśšĳ Y_{lm}(„; ’) | śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ őŕěřăšőřőć L^2 ĺ L_3, łőšőřżě ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőň l őąřăğş¿š (2l + 1)-ňěřŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ăńčěąřż so(3): { L^2Y_{lm}(„; ’) = l(l + 1)Y_{lm}(„; ’); L_3Y_{lm}(„; ’) = mY_{lm}(„; ’):

Ĺğ ťőřňşń ŕřěďżďşźĺţ ŕăřăčřăťőć śńěďşěš, ůšő

Y_{lm}(„; ’) = 1√ 2π e^{im’}„_{lm}(„);

Y_{ll}(„; ’) = 1√ 2π e^{iml}„_{ll}(„); dθ_{ll}(θ) dθ − l(ctg „)„ll(„) = 0 (L+Yll = 0):

Řěÿă£ ŕőśńěďŋěě şřăćŋěŋĺě, ŕőńşůăěň „_{ll}(„) = N_l sin^l „:

132 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ğăďăůă. Ŋăľďĺšě ŋőřňĺřőćőůŋżľ ňŋőęĺšěńĳ N_l šăłőľ, ůšőąż ĺŋšěčřăń „^2_{ll}(„) ŕő ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě ążń řăćěŋ 1.

Őśšăńőśĳ šőńĳłő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ řăćěŋśšćőň L_− _M = _{M−1}:

Y_{lm}(„; ’) = √ (l + m)! (l − m)! · 1√ (2l)!

(L_−)^{l−m}Y_{ll}(„; ’):

(ŃŃ3, Čń. 4, § 28.)

[Ńěłűĺ£ 19]

Ďćĺęěŋĺě ć űěŋšřăńĳŋő-śĺňňěšřĺůŋőň ŕőńě

Őŕěřăšőř Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ć łőőřďĺŋăšŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ĺňěěš ćĺď

H = − ~^22_m´:

Şřăćŋěŋĺě ŋă śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ

− ~^22m´ = E ; E = k2 > 0

ĺňěěš řěÿěŋĺ£

~_k(x) = ( 1 2π )3=2

e^i √ 2mk ~ (~x;~k);

čďě ~k ∈ S^2 | ćěłšőř ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě.

Śŕěłšř őŕěřăšőřă H £ćń£ěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň, ŋěŕřěřżćŋżň ĺ ąěśłőŋěůŋőłřăšŋżň. Łăęďőňş ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ~k śőőšćěšśšćşěš śőąśšćěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ _{~k}(x). Śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ Àŋşňěřş¿šś£Á šőůłăňĺ ěďĺŋĺůŋőľ śťěřż.

Őŕěřăšőř Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ ůăśšĺűż ć ŕőšěŋűĺăńĳŋőň ŕőńě ć łőőřďĺŋăšŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ĺňěěš ćĺď H = − ~^2 2m ´ + V (x).

Łăł ĺ ć łńăśśĺůěśłőľ ňěţăŋĺłě, ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě ł ğăďăůě ő ďćĺęěŋĺĺ ůăśšĺűż ć ŕőšěŋűĺăńĳŋőň ŕőńě śćőďĺšś£ ğăďăůă ő ďćĺęěŋĺĺ ďćşţ šěń.

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 133 Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ďćşţ ůăśšĺű m_1 ĺ m_2 c ŕőšěŋűĺăńőň ćğăĺňőďěľśšćĺ£ V (~x_1 −~x_2). Őŕěřăšőř Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ šăłőľ śĺśšěňż ć łőőřďĺŋăšŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ĺňěěš ćĺď H = − ~^22_{m1} ´_1 − ~^22_{m2} ´_2 + V (~x_1 − ~x_2):

Łăł ĺ ć łńăśśĺůěśłőľ ğăďăůě, ććěďěň ŕěřěňěŋŋżě:

X =^{m1x1} +^{m2x2}

m_1 + m_2 ; x = x1 − x2; M = m1 + m2;

— =^{m1m2}

m_1 + m_2 | ŕřĺćěďěŋŋă£ ňăśśă.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć ŋőćżţ ŕěřěňěŋŋżţ H = − ~^22_M ´_X − ~^22_μ´_x + V (x):

Ć şřăćŋěŋĺĺ ŋă śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ H¯(X; x) = E¯(X; x) ŕěřěňěŋŋżě řăğďěń£¿šś£, ĺ řěÿěŋĺě ňőęŋő ĺśłăšĳ ć ćĺďě ¯(X; x) = (X) _1(x):

Ťşŋłűĺĺ (X) ĺ _1(x) şďőćńěšćőř£¿š şřăćŋěŋĺ£ň − ~^22M ´ (X) = " (X);

− ~^22 μ ´ _1(x) + V (x) _1(x) = "_1 _1(x):

čďě E = " + "_1. Ŕěřćőě ĺğ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ ěśšĳ şřăćŋěŋĺě ŋă śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřă Ÿřěďĺŋčěřă śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż, ă ćšőřőě śőćŕăďăěš ś şřăćŋěŋĺěň Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ ůăśšĺűż ňăśśż — ć ŕőšěŋűĺăńě V (x).

Łăł ĺ ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě, ŋăĺąőńěě ćăęŋżň £ćń£ěšś£ śńşůăľ űěŋšřăńĳŋő-śĺňňěšřĺůŋőčő ŕőń£, ć łőšőřőň V (x) = V (|x|) = = V (r).

134 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ ďćĺęěŋĺ£ ůăśšĺűż ć űěŋšřăńĳŋőśĺňňěšřĺůŋőň ŕőńě ĺňěěš ćĺď

´ + 2^m~_2 [E − V (r)] = 0: (45)

Ąşďěň ĺśłăšĳ śšăűĺőŋăřŋżě śőśšő£ŋĺ£ ć ćĺďě ¯(r; „; ’) = = R(r)Y_{lm}(„; ’), š. ě. řăśśňăšřĺćăšĳ ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň ğŋăůěŋĺěň ňőňěŋšă l ĺ ěčő ŕřőěłűĺĺ m:

H¯ = E¯; L^2¯ = l(l + 1)¯; L_3¯ = m¯:

Ćśŕőňŋĺć (44), ŕőńşůăěň 1 r^2 d dr ( r^{2 dR}(^r)_{dr} ) − l(l + 1) r^2 R(r) + 2m ~^2 [E

− V (r)]R(r) = 0: (46)

Ğăňěšĺň, ůšő şřăćŋěŋĺě (46) ŋě śőďěřęĺš ğŋăůěŋĺ£ ŕřőěłűĺĺ ňőňěŋšă m, ůšő śőőšćěšśšćşěš (2l + 1)-łřăšŋőňş ćżřőęďěŋĺ¿ ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ňőňěŋšă.

(ŃŃ3, Čń. 5, § 32.)

Ďćĺęěŋĺě ć łşńőŋőćőň ŕőńě

Łşńőŋőćżň, łăł ĺ ć łńăśśĺłě, ŋăğżćăěšś£ ŕőšěŋűĺăń ćĺďă V (r) = −^α_r . Şřăćŋěŋĺě (46) ŕřĺňěš ćĺď

d^2R dr^2 + 2 r dR dr − l(l + 1) r^2 R + 2m ~^2 [ E +^α_r ] R = 0: (47)

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕřĺ ğăňěŋě r =^{~2}_{mα} r_1, E =^{mα2}_{~2} E_1 şřăćŋěŋĺě (47) ŕřěőąřăğşěšś£ ć

R^{′′} + 2_r R^′ −^l(^l + 1)_{r2} R + 2 ( E + 1_r ) R = 0: (48)

Řăśśňőšřĺň ŕőćěďěŋĺě řěÿěŋĺ£ R(r) ć ďćşţ śńşůă£ţ. (1) r → 0, R(r) → r^¸.

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 135

Ŕřĺ r → 0 čńăćŋżňĺ £ćń£¿šś£ ŕěřćżě šřĺ ůńěŋă şřăćŋěŋĺ£ (48). Ŕřĺřăćŋĺćă£ ŋşń¿ łő¡ťťĺűĺěŋšż ć (48) ŕřĺ r^{¸−2}, ŕőńşůăěň ¸(¸ − 1) + 2¸ − l(l + 1) = 0 (49) ĺńĺ ¸(¸ + 1) = l(l + 1). Śńěďőćăšěńĳŋő, ¸ = l ĺńĺ ¸ = −(l + 1). Őšśşšśšćĺě řăśţőďĺňőśšĺ ŕřĺ x = 0 ďĺłšşěš ćżąőř ¸ = l:

(2) r → ∞.

Ŕřĺ r → ∞ čńăćŋżňĺ £ćń£¿šś£ ůńěŋż

R^{′′} + 2ER = 0; š. ě. R(r) = e^{±√−2E r}f(r):

Ŕřĺ őšřĺűăšěńĳŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ śŕěłšřă E < 0 őšśşšśšćĺě řăśţőďĺňőśšĺ ŕřĺ r → ∞ ďĺłšşěš ćżąőř ğŋăłă R(r) = e^{−√−2E r}f(r):

Őąőğŋăůĺň n = 1√_− 2E (ŕőłă ¡šő šőńĳłő őąőğŋăůěŋĺě, ŋő śłőřő ąşďěš ŕőłăğăŋő, ůšő n | űěńőě).

Ąşďěň ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě R_{nl}(r) = r^le^{−√−2E r}W (r): (50) Ŕőďśšăćń££ (50) ć (48), ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě ŋă W (r):

W^{′′} + [ (2l + 1)1_r + 2 ( − √ −2E )] W^′ + + [ (2l + 1) ( − √ −2E ) 1 r + 2_r ] W = 0: (51) Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě ¡šő.

Şřăćŋěŋĺě (51) £ćń£ěšś£ ćżřőęďěŋŋżň čĺŕěřčěőňěšřĺůěśłĺň şřăćŋěŋĺěň, ŕřő łőšőřőě ĺğćěśšŋő, ůšő řěÿěŋĺě (51), ĺňě¿źěě ŕőśšő£ŋŋżľ ŕřěďěń ŕřĺ r → 0 ĺ řăśšşźěě ŋě ążśšřěě śšěŕěŋĺ

136 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

ŋă ∞, śşźěśšćşěš ŕřĺ −(−2E)^{−1=2} = n űěńőň. Ŕőńşůăěň, ůšő E = − 1

2n^2

, čďě n | űěńőě. Ćśŕőňŋĺć ğăňěŋş, śďěńăŋŋş¿ ć şřăćŋěŋĺĺ (47), ŕőńşůăěň ďĺśłřěšŋżľ śŕěłšř łşńőŋőćőčő ŕőšěŋűĺăńă:

E = −^{mα2}2~_{2n2} : (52)

(ŃŃ3, Čń. 5, § 36.)

Śłřżšă£ śĺňňěšřĺ£ ć łşńőŋőćőľ ğăďăůě

Ŕőńőęĺň m = 1, ¸ = 1, ~ = 1. Ğăňěšĺň, ůšő ŕőńşůĺć őšćěš ć ąěğřăğňěřŋőň ćĺďě, ŕřăćĺńĳŋżľ őšćěš ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ ĺğ śőőąřăęěŋĺľ řăğňěřŋőśšĺ, ğăňěůă£, ůšő

[L] = ~^2_{mα} ; [T ] = ~^3_{mα2} ; [M] = m; [E] =^{mα2}~_2 :

Čăňĺńĳšőŋĺăŋ łşńőŋőćőľ ğăďăůĺ řăćěŋ ^H =^{^p 2}2 − 1_r , čďě r = = √ x^2_1 + x^2 + x^2_3.

Ć łńăśśĺůěśłőň śńşůăě ć łşńőŋőćőľ ğăďăůě śşźěśšćşěš ŕěřćżľ ĺŋšěčřăń ćĺďă ~A =^{⃗r} − [~p; ~L]:

Řăśśňőšřĺň ăŋăńőčĺůŋżľ őŕěřăšőř ć łćăŋšőćőľ ğăďăůě: ~^A = ^r − [~^p; ~^L];

čďě ŕőśńěďŋ££ śłőąłă ŕőŋĺňăěšś£ śŋăůăńă łăł ćěłšőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć, ă ŕőšőň | ŕřěćřăźěŋĺě ĺţ ć őŕěřăšőřż, š. ě. ^A_1 =^{x1}_r − p_2L_3 + p_3L_2; ^A_2 =^{x2}_r − p_3L_1 + p_1L_3;

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 137

^A_3 =^{x3}_r − p_1L_2 + p_2L_1:

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő^^A =^{⃗^r} −^1_2([^p;^^L] − [^^L; p]) (śň. ŃŃ3,

§ 36).

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£ ďń£ őŕěřăšőřőć A_i:

[L_i; A_k] = i"_{ijk}A_k; [A_i; A_k] = −2i"_{ijk}HL_k:

(53)

Ğăďăůă. Ćżćěďĺšě ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ (53) ĺńĺ ŕř£ňżň ćżůĺśńěŋĺěň, ůšő [H; A_k] = 0: (54) Ŕőśńěďŋěě śőőšŋőÿěŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺ ć łćăŋšőćőľ łşńőŋőćőľ ğăďăůě ~A £ćń£ěšś£ ŕěřćżň ĺŋšěčřăńőň.

Ťĺłśĺřşěň şřőćěŋĳ ¡ŋěřčĺĺ E < 0, š. ě. řăśśňőšřĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő H = E . Ŋă ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ŕőśńěďŋěě śőőšŋőÿěŋĺě (53) ŕřĺňěš ćĺď [A_i; A_k] = −2Ei"_{ijk}L_k: (55)

Ććěďěň ŋőćżě őŕěřăšőřż ~N =^{⃗A}√_− 2E . Ś şůěšőň ¡šőľ ŋőřňĺřőćłĺ łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ďń£ L_k ĺ N_k ćżčń£ď£š łăł śőőšŋőÿěŋĺ£ ďń£ őąřăğş¿źĺţ ăńčěąřż so(4): [L_i; L_j] = i"_{ijk}L_k; [L_i; N_k] = i"_{ijk}N_k; [N_i; N_k] = i"_{ijk}L_k:

Ňż ŕőńşůĺńĺ, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ ś ğăďăŋŋőľ ¡ŋěřčĺěľ | ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż O(4).

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŋă ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ćżŕőńŋěŋż śőőšŋőÿěŋĺ£ ~L ~N = 0;

L^2 + N^2 = −1 − 12_E :

(56)

138 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ăńčěąřă o(4) ĺğőňőřťŋă o(3) × o(3). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ććěďěň őŕěřăšőřż ~J_1 = 1 2( ~L + ~N); ~J_1 = 1 2( ~L − ~N):

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő łőňŕőŋěŋšż łăęďőčő ĺğ őŕěřăšőřőć ~J_i łőňňşšĺřş¿š, łăł őąřăğş¿źĺě so(3), š. ě.

[J_{1i}; J_{1j}] = i"_{ijk}J_{1k}; [J_{2i}; J_{2j}] = i"_{ijk}J_{2k}; [J_{1i}; J_{2j}] = 0:

Ďń£ ŋőćżţ őŕěřăšőřőć ~J_i śőőšŋőÿěŋĺ£ (56) ŕřĺňşš ćĺď

~J^2_1 = ~J^2_1 = −1 4 ( 1 + 12_E ) = j(j + 1):

Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ŕőłă ůšő £ćń£ěšś£ šőńĳłő őąőğŋăůěŋĺěň. Ŕőłăęěň, ŕőćšőř££ ŕőůšĺ ďőśńőćŋő řăśśşęďěŋĺ£ ĺğ ńěłűĺĺ 18, ůšő j | űěńőě ĺńĺ ŕőńşűěńőě.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŋăÿěň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćşěš ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć őŕěřăšőřă J_3, šăłĺţ ůšő J_3e_m = = me_3, čďě m | űěńżě ůĺśńă.

Ğăďăůă. Ŕőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř J^2 = j(j + 1)1, čďě 1 | ěďĺŋĺůŋżľ őŕěřăšőř.

Ğăďăůă. Ććěď£ őŕěřăšőřż J_+ ĺ J_− (J_± = J_1 ± iJ_2), ŋăľďĺšě ĺţ łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ĺ ďőłăęĺšě, ůšő |m| 6 √ j(j + 1).

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő J_±e_m = −^√(j ∓ m)(j ± m + 1)e_{m±1}. Ŕşśšĳ m_1 ĺ m_2 | ŋăĺňěŋĳÿěě, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋăĺąőńĳÿěě ĺğ ůĺśěń m.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£

J_−e_{m1} = 0; J_+e_{m2} = 0; (J^2 − J^2_3 + J_3)e_{m1} = 0; (J^2 − J^2_3 − J_3)e_{m2} = 0:

Ğăďăůă. Ććěďĺšě ĺğ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ, ůšő

j(j + 1) − m^2_1 + m_1 = 0;

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 139

j(j + 1) − m^2 − m_2 = 0; (m_1 + m_2)(m_1 − m_2 − 1) = 0:

Ŕőńşůăěň, ůšő m_1 + m_2 = 0 ĺńĺ m_1 = −m_2 (m_2 ¿ m_1). m_2 − m_1 = 2m_2 | űěńőě ůĺśńő ĺńĺ ŋşńĳ, ŕő¡šőňş m_2 ŕřĺŋăďńěęĺš ňŋőęěśšćş { 0; 12; 1; 32; : : : } . Ŕőńşůăěň, ůšő j = m_2 ∈ ∈ { 0; 12; 1; 32; : : : } . Ğŋăůĺš, E_n = − 1 2(2j + 1)^2

= − 1 2n^2 ĺńĺ, ŕě-

řěţőď£ ł řăğňěřŋżň ćěńĺůĺŋăň, E_n = −^{mα2} 2~^2n^2 . Şřőćŋĺ ś ďăŋŋőľ ¡ŋěřčĺěľ E_n ŋě ğăćĺś£š őš l ĺ m ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, (2j + 1)(2j + 1) = n^2-łřăšŋő ćżřőęďěŋż. İšő ÀśńşůăľŋőěÁ ćżřőęďěŋĺě őąž£śŋ£ěšś£ O(4)-śĺňňěšřĺěľ.

Ďćĺęěŋĺě ć łşńőŋőćőň ŕőńě. Ŕřőďőńęěŋĺě

Ćěřŋěňś£ ł şřăćŋěŋĺ¿

R^{′′} + 2_r R^′ −^l(^l + 1)_{r2} R + 2(E + 1=r)R = 0:

Řěÿĺň ěčő ďřşčĺň ňěšőďőň. Ůšőąż ĺğąăćĺšĳś£ őš ŕěřćőľ ŕřőĺğćőďŋőľ, śďěńăěň ğăňěŋş R(r) =^χ(^r)_r ś şśńőćĺěň, ůšő ∫ |ffl(r)|^2 dr ďőńęěŋ śţőďĺšĳś£ ŕřĺ r = 0. Ŕőńşůăěň [ d^2 dr^2 − l(l + 1) r^2 + 2 r ] ffl = −2Effl:

Ğăďăůă. Ŕřőďěńăľšě ćśě ćżůĺśńěŋĺ£.

Ŕřĺ r → ∞ řěÿěŋĺě ďőńęŋő ĺňěšĳ ăśĺňŕšőšĺłş ffl → e^{−√−2Er}. Śďěńăěň ěźě ğăňěŋş ffl(r) = f(r)e^{−r=a}, čďě a = 1√_− 2E . Ŕőńşůăěň [ d^2 dr^2 − 2 a d dr − l(l + 1) r^2 + −2 r ] f = 0:

Ąşďěň ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě ć ćĺďě ř£ďă f(r) = ∑ c_sr^s. Šőčďă ∑ s { s(s − 1)z^{s−2} − 2^s_a r^{s−1} − l(l + 1)r^{s−2} + 2r^{s−1} } = 0;

140 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

ĺ ňż ŕőńşůăěň řěłşřřěŋšŋőě śőőšŋőÿěŋĺě

c_s[s(s − 1) − l(l + 1)] = c_{s−1} [ 2^{s −} 1_a − 2 ] : (57)

Ĺğ şśńőćĺ£ ŋă ∫ |ffl(r)|^2 dr śńěďşěš, ůšő s = l + 1.

Ğăďăůă. Řăğąěřĺšě śńşůăľ s = −l.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ăśĺňŕšőšĺłş ř£ďă ŕřĺ ąőńĳÿĺţ s. Šőčďă c_s c_{s−1} ∼ 2 sa. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ ř£ď ŋě őąřżćăěšś£ ŕřĺ ąőńĳÿĺţ s, šő őŋ

śţőďĺšś£ ł ∑ 1 s! ( 2r a )s = e^{2r=s}, ĺ ŕřĺ ąőńĳÿĺţ r ŕőńşůăěň ffl(r) → → e^{r=a}, ůšő ťĺğĺůěśłĺ ŋěŕřĺěňńěňő.

Ř£ď őąőřćěšś£, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőčő s = n+1, (n > l) ąşďěš ćżŕőńŋěŋő śőőšŋőÿěŋĺě [ 2^n_a − 2 ] = 0. Šőčďă c_{n+1} = c_{n+2} = : : : = 0.

Őšś¿ďă E = − 12_{n2} . Ĺńĺ, ć řăğňěřŋżţ ćěńĺůĺŋăţ, E_n = −^{μα2} 2~^2n^2 . Ğăňěůăŋĺě. Ťőřňşńă (52) ďń£ ¡ŋěřčěšĺůěśłĺţ şřőćŋěľ ć łşńőŋőćőľ ğăďăůě ŕőğćőń£ěš ćżůĺśńĺšĳ ůăśšőšż śŕěłšřăńĳŋżţ ńĺŋĺľ, ŋăŕřĺňěř, ďń£ ăšőňă ćőďőřőďă (¸ = e^2). Ĺğ (52) ĺ ťőřňşńż Ąőřă ~!_{mn} = E_n − E_m; E_n > E_m ŕőńşůăěšś£ ťőřňşńă

!_{mn} =^{μe4}2~_3 ( 1 n^2 − 1 m^2 ) ; n < m; (58)

ĺğćěśšŋă£ łăł ťőřňşńă Ąăńĳňěřă ĺ őšłřżšă£ ĺň ůĺśšő ¡ňŕĺřĺůěśłĺ ďő śőğďăŋĺ£ łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ. Ćżůĺśńěŋŋżě ŕő ťőřňşńě (58) śŕěłšřăńĳŋżě ńĺŋĺĺ ăšőňă ćőďőřőďă ś şďĺćĺšěńĳŋőľ šőůŋőśšĳ¿ śőćŕăďă¿š śő śŕěłšřăńĳŋżňĺ ńĺŋĺ£ňĺ (śěřĺ£ Ńăľňăŋă, Ąăńĳňěřă, Ŕăÿěŋă ĺ š. ď.) řěăńĳŋőčő ăšőňă ćőďőřőďă, ŋăąń¿ďăěňżňĺ ć ¡łśŕěřĺňěŋšě (śň. ńěłűĺ¿ 13).

Ĺšăł, ňż ŕőńşůĺńĺ, ůšő şřőćŋ¿ E_n = −^{μα2} 2n^2~^2 śőőšćěšśšćş¿š ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ

¯_{nlm}(r; „; ’) = r^le^− √_{μα2} ~^2n^2 rPnl(r)Ylm(„; ’);

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 141

čďě P_{nl}(r) = f(r) | ňŋőčőůńěŋ, łő¡ťťĺűĺěŋšż łőšőřőčő ćżůĺśń£- ¿šś£ ŕő ťőřňşńě (57), śšěŕěŋĺ n − l − 1.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě ěźě řăğ, ůšő śšěŕěŋĳ ćżřőęďěŋĺ£ řăćŋă n^2.

Řěÿěŋĺě. Ŋşęŋő ŕőďśůĺšăšĳ ůĺśńő ťşŋłűĺľ ¯_{nlm}(r; „; ’) ďń£

ďăŋŋőčő n. Ĺţ ůĺśńő řăćŋő^{n−1} ∑ l=0 (2l + 1) = n^2.

Śŕĺŋ ¡ńěłšřőŋă

Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ůăśšĺű, łăł ěďĺŋőě űěńőě, ŋăţőď£źş¿ś£ ć őŕřěďěńěŋŋőň śőśšő£ŋĺĺ. Őŋă őąńăďăěš őŕřěďěńěŋŋőľ ćŋşšřěŋŋěľ ¡ŋěřčĺěľ (śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě őŕěřăšőřă H) ĺ őŕřěďěńěŋŋżň ňőňěŋšőň (śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě őŕěřăšőřă L^2). Ěśšěśšćěŋŋő ĺ łăęďőľ ¡ńěňěŋšăřŋőľ ůăśšĺűě ŕřĺŕĺśăšĳ ŋěłőšőřżľ ÀśőąśšćěŋŋżľÁ ňőňěŋš.

Śšőĺš ěźě řăğ şŕőň£ŋşšĳ őŕżšż Ÿšěřŋă ĺ Čěřńăţă, ŕőłăğăćÿĺě, ůšő ŕřĺ ćłń¿ůěŋĺĺ ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ ŕşůőł ăšőňőć ćőďőřőďă řăğďćăĺćăěšś£. İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕřőěłűĺ£ ŋă ŋăŕřăćńěŋĺě ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ ňőňěŋšă ăšőňă ćőďőřőďă ć őśŋőćŋőň śőśšő£ŋĺĺ ŕřĺŋĺňăěš ďćă ğŋăůěŋĺ£. Ăąśőń¿šŋő šăł ęě ćěďěš śěą£ ĺ ŕşůőł ¡ńěłšřőŋőć. Ŕő¡šőňş ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ, ůšő ¡ńěłšřőŋ ĺňěěš śőąśšćěŋŋżľ ňőňěŋš ĺňŕşńĳśă, ŕřőěłűĺ£ łőšőřőčő ŋă ŋěłőšőřőě ŋăŕřăćńěŋĺě ŕřĺŋĺňăěš ďćă ğŋăůěŋĺ£.

Śőąśšćěŋŋżľ ňőňěŋš ¡ńěłšřőŋă ŋăğżćăěšś£ śŕĺŋőň, ă ňőňěŋš ĺňŕşńĳśă, ść£ğăŋŋżľ ś ďćĺęěŋĺěň ¡ńěłšřőŋă ć ŕřőśšřăŋśšćě, ŋăğżćăěšś£ őřąĺšăńĳŋżň ňőňěŋšőň.

Ŕőńŋżľ ňőňěŋš śĺśšěňż ůăśšĺű £ćń£ěšś£ śşňňőľ ĺţ őřąĺšăńĳŋżţ ňőňěŋšőć ĺ śŕĺŋőć.

Ĺšăł śŕĺŋ | ¡šő ŋőćă£ ŋăąń¿ďăěňă£, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ďćă ğŋăůěŋĺ£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ůĺśńő śőśšő£ŋĺľ ¡ńěłšřőŋă ďőńęŋő şďćőĺšĳś£. Ňż ďőńęŋż śůĺšăšĳ, ŋăŕřĺňěř, ůšő ¡ńěłšřőŋ ňőęěš ŋăţőďĺšĳś£ ć ďćşţ řăğńĺůŋżţ ćŋşšřěŋŋĺţ śőśšő£ŋĺ£ţ, ŋě ğăćĺś£- źĺţ őš ěčő ÀćŋěÿŋěčőÁ śőśšő£ŋĺ£. Ŕőśňőšřĺň, łăł ňăšěňăšĺůěśłĺ őŕĺśăšĳ ¡šş śĺšşăűĺ¿ ďń£ ¡ńěłšřőŋă.

Ŕşśšĳ H = L^2(R^3 ) | ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ ¡ńěłšřőŋă.

142 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

¯(x; y; z) ∈ H. Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő H = C^2 ś ąăğĺśőň u_1 = = (1 0 ) ĺ u_2 = (0 1 ) . Ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺ ąşďěš ďěľśšćőćăšĳ ŋăąń¿ďăěňă£ śŕĺŋ. Šěŕěřĳ ŕřőśšřăŋśšćőň śőśšő£ŋĺľ ś şůěšőň śŕĺŋă ąşďěš HS = L2(R3 ) ⊗ H:

Śăňőśőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőř S, ďěľśšćş¿źĺľ ć H, ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě

S = ¸_0I + ¸_1ff_1 + ¸_2ff_2 + ¸_3ff_3; čďě 1 = ( 1 0 0 1 ) ; ff_1 = ( 0 1 1 0 ) ; ff_2 = ( 0 −i i 0 ) ; ff_3 = ( 1 0 0 −1 )

ňăšřĺűż Ŕăşńĺ.

Őąőğŋăůĺň s_j =~

2ff_j, j = 1; 2; 3.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő s_j şďőćńěšćőř£¿š łőňňşšăűĺőŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň (42) [s_i; s_j] = i"_{ijk}s_k~:

Šăłĺň őąřăğőň, őŕěřăšőřż s_i şďőćńěšćőř£¿š šěň ęě łőňňşšăűĺőŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň, ůšő ĺ łőňŕőŋěŋšż şčńőćőčő ňőňěŋšă. Ŕő¡šőňş ěśšěśšćěŋŋő ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő s_i śőőšćěšśšćş¿š ćłńăďş śőąśšćěŋŋőčő şčńőćőčő ňőňěŋšă.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő s^2 = s^2_1 + s^2 + s^2_3 =^3_4~^2.

Śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě őŕěřăšőřă s^2 ğăŕĺśżćă¿š ć ćĺďě 34~^2 =

= s(s + 1)~^2, čďě s = 12. Ĺňěŋŋő ć ¡šőň śňżśńě čőćőř£š, ůšő śŕĺŋ

¡ńěłšřőŋă řăćěŋ 12.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřă s_3 ŋă ćěłšőřăţ h_1, h_2 řăćŋż, śőőšćěšśšćěŋŋő, 12 ĺ −12.

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćśě őŕěřăšőřż s_j ĺňě¿š śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ±12.

Ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£ŋĺľ H_S ěśšěśšćěŋŋő ŕřěďśšăćń£šĳ łăł ŕăřż ťşŋłűĺľ

¯(x; y; z) = ( 1(x; y; z) 2(x; y; z) ) ;

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 143

őšőęďěśšćĺć (x; y; z) ⊗ h_1 ś

( (x;y;z) 0 ) , ă (x; y; z) ⊗ h_2 ś ( 0 (x;y;z) ) . Ćěłšőř-ťşŋłűĺ£ ¯(x; y; z) =

( _1 2 ) ŋăğżćăěšś£ śŕĺŋőřőň. Ťĺğĺłĺ ¯(x; y; z) ğăŕĺśżćă¿š łăł ¯(x; y; z; ff), ŕőŋĺňă£ ff = 12 (ĺńĺ À+Á)

łăł łőňŕőŋěŋšş H ⊗ h_1, ff = −12 (ĺńĺ À−Á) łăł łőňŕőŋěŋšş H ⊗ h_2.

Ěśńĺ śťěřĺůěśłĺ-śĺňňěšřĺůŋőňş čăňĺńĳšőŋĺăŋş H śőőšćěšśšćşěš ŕřěďśšăćńěŋĺě ȷ_1 ć ŕřőśšřăŋśšćě H ĺ ȷ_2 ć ŕřőśšřăŋśšćě H, šő ȷ_s(g) = ȷ_1(g) ⊗ ȷ_2(g)

ŕřěďśšăćńěŋĺě SO(3) ć ŕřőśšřăŋśšćě H_S = H ⊗ H.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ śĺśšěňż śő śťěřĺůěśłĺ-śĺňňěšřĺůŋżň őŕěřăšőřőň Ÿřěďĺŋčěřă śŕřăćěďńĺć ğăłőŋ śőţřăŋěŋĺ£ ŕőńŋőčő ňőňěŋšă ĺňŕşńĳśă J_j = L_j + s_j.

(ŃŃ3, Čń. 8, § 54, 55, ś. 234.)

[Ńěłűĺ£ 20]

Šěőřĺ£ ćőğňşźěŋĺľ

Šőůŋőňş řěÿěŋĺ¿ şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă

H _n = E_n _n (59)

ŕőďďă¿šś£ ŋěňŋőčĺě śĺśšěňż. Őďŋăłő ěśńĺ H = H_0 + V , H_0 | šőůŋő řěÿăěňă£ ğăďăůă, ă V ≪ H_0 | ňăńőě ćőğňşźěŋĺě, šő ğăďăůş ś čăňĺńĳšőŋĺăŋőň H ňőęŋő řěÿĺšĳ ŕřĺąńĺęěŋŋő. Šăłă£ šěőřĺ£ ŋăğżćăěšś£ Àšěőřĺěľ ćőğňşźěŋĺľÁ. Ć šěőřĺĺ ćőğňşźěŋĺľ ěśšĳ ďćă ňěšőďă.

Ć őďŋőň | ćőğňşźěŋĺě řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł ŕřĺůĺŋă ĺğňěŋěŋĺ£ śőśšő£ŋĺľ. İšőš ňěšőď ŕőńěğěŋ ďń£ śšăűĺőŋăřŋőčő śńşůă£.

Ć ďřşčőň | śőśšő£ŋĺ£ ŋě ňěŋ£¿šś£, ă śĺśšěňă śőćěřÿăěš ŕěřěţőďż ňěęďş śőśšő£ŋĺ£ňĺ.

144 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Śšăűĺőŋăřŋżľ, ŋěćżřőęďěŋŋżľ śńşůăľ

Ŕşśšĳ H_0 ĺ V ŋě ğăćĺś£š őš ćřěňěŋĺ. Ŕşśšĳ ŋăň ĺğćěśšŋő řěÿěŋĺě ŋěćőğňşźěŋŋőľ ğăďăůĺ H_0 ^0_n = E^0_n ^0_n; (60) śŕěłšř łőšőřőľ ňż ąşďěň śůĺšăšĳ ŋěćżřőęďěŋŋżň ĺ ďĺśłřěšŋżň. Ąşďěň ĺśłăšĳ _n ć ćĺďě n = ∑ m c_m(n) ^0_m: (61)

Ŕőďśšăćĺć (61) ć (59), ŕőńşůĺň

(H_0 + V ) ( ∑ m c_m(n) ^0_m ) = E_n ( ∑ m c_m(n) ^0_m ) ; ∑ m c_m(n) ( E^0_m ^0_m + V ^0_m ) = ∑ m c_m(n)E_n ^0_m:

Şňŋőęĺć śłăń£řŋő ŋă ćěłšőř ^0_k ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő, ŕőńşůĺň ( E_n − E^0_k ) c_k(n) = ∑ m c_m(n)V_{km}; (62)

čďě V_{km} = ⟨ ^0_k|V | ^0_m⟩ = ∫ 0_k V ^0_m dV .

Řăğńőęĺň šěŕěřĳ E_n ĺ c_m(n) ŕő ŕăřăňěšřş ňăńőśšĺ, š. ě. ąşďěň ĺśłăšĳ E_n ĺ c_m(n) ć ćĺďě E_n = E^0_n + E^1_n + E^2_n + : : : ;

c_m(n) = ‹^n_m + c^1_m(n) + c^2_m(n) + : : : ;

(63)

čďě E^1_n ĺ c^1_m ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ V , E^2_n ĺ c^2_m ćšőřőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ ŕő V ĺ š. ď.

Ŕőďśšăćĺň (63) ć (62) ĺ ŕřĺřăćŋ£ěň ůńěŋż ś őďĺŋăłőćżňĺ ŕőř£ďłăňĺ ňăńőśšĺ ŕő V .

Ğăďăůă. Ŕřőďěńăľšě ¡šĺ ćżůĺśńěŋĺ£ ĺ ćżŕĺÿĺšě śĺśšěňż, łőšőřżě ŕőńşůăšś£.

Ŕőńşůăěň (( E^0_n − E^0_k ) + E^1_n + E^2_n + : : : ) ( ‹^n_k + c^1_k(n) + c^2_k(n) + : : : ) =

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 145 = ∑ m ( ‹^n_m + c^1_m(n) + c^2_m(n) + : : : ) V_{km}:

Śřăćŋĺćă£ ŋşńěćőľ ŕőř£ďőł ňăńőśšĺ, ŕőńşůăěň ( E^0_n − E^0_k ) ‹^n_k = 0:

Ĺğ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ śńěďşěš, ůšő

E^1_n‹^n_k + c^1_k(n) ( E^0_n − E^0_k ) = ∑ m ‹^n_mV_{km}:

1) n = k, śńěďőćăšěńĳŋő, E^1_n = V_{nn}; 2) n ≠ k, śńěďőćăšěńĳŋő, c^1_k =^{Vkn}_{E0n − E0k} .

Ćěńĺůĺŋă c^1_n(n) ŋě ŋăţőďĺšś£ ĺğ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ. Ĺğ şśńőćĺ£ ŋőřňĺřőćłĺ (¡šő ÀğăłńĺŋăŋĺěÁ őğŋăůăěš, ůšő ňż ţőšĺň, ůšőąż | ^0_n + + ^1_n|^2, čďě 1_n = ∑ m≠n V_{mn} E^0_n − E^0_m 0 m; (64)

őšńĺůăńăśĳ őš 1 ŋă ćšőřőľ ŕőř£ďőł ňăńőśšĺ) śńěďşěš, ůšő c^1_n(n) = = 0.

Ĺğ ŕőŕřăćłĺ ŕěřćőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ł ćőńŋőćżň ťşŋłűĺ£ň (64) śńěďşěš, ůšő ňěšőď ŕřĺňěŋĺň, ěśńĺ |V_{mn}| ≪ |E^0_n − E^0_m|:

Śřăćŋĺćă£ šěŕěřĳ ćšőřőľ ŕőř£ďőł ňăńőśšĺ, ŕőńşůăěň E^2_n‹^n_k + E^1_nc^1_k(n) + ( E^0_n − E^0_k ) c^2_k(n) = ∑ m c^1_m(n)V_{km}:

1) n = k, E^2_n = ∑ m≠n |V_{mn}|^2 E^0_n − E^0_m ;

146 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

2) n ≠ k,

c^2_k(n) = 1(_{E0n − E0k} ) ∑ m≠n V_{mn}V_{km} E^0_n − E^0_m − V^{kn}V^{nn} E^0_n − E^0_k : Ĺ š. ď.

Ğăďăůă. Ŋăľďĺšě ŕěřćş¿ ĺ ćšőřş¿ ŕőŕřăćłĺ ł şřőćŋ£ň ¡ŋěřčĺĺ ăŋčăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă

^H =^{^p2}2_m +^{mω2x2}2 + ¸x^3 + ˛x^4:

Ćżřőęďěŋŋżľ śńşůăľ

Ŕşśšĳ ^0_{n;¸}, ¸ = 1; : : : ; N | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ H_0 ^0_{n;¸} = E^0_n ^0_{n;¸}, śőőšćěšśšćş¿źĺě N-łřăšŋőňş ćżřőęďěŋŋőňş śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ E^0_n. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćěłšőřż ć ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ŕřăćĺńĳŋżňĺ, ěśńĺ őŋĺ ňăńő ňěŋ£- ¿šś£ ŕőď ďěľśšćĺěň ćőğňşźěŋĺ£.

Ąşďěň ĺśłăšĳ ťşŋłűĺĺ ŋşńěćőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ łăł ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ťşŋłűĺľ ^0_{n;¸}. Šőčďă ŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż c^{(1)} = (c^1_¸) ¡šőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ŕőńşůăěň ńĺŋěľŋőě őďŋőřőďŋőě şřăćŋěŋĺě

(V − E^{(1)}I)c^{(1)} = 0; čďě V = (V_{¸;˛});

V_{¸;˛} = ∫ ^ ^0_{n;¸}V ^0_{n;˛}; I | ěďĺŋĺůŋă£ N × N ňăšřĺűă:

İšő şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě ŕřĺ şśńőćĺĺ det(V − − E^{(1)}I) = 0, ůšő őŕřěďěń£ěš ŕěřćżě ŕőŕřăćłĺ ł ¡ŋěřčĺĺ.

Ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

Ŕřăćĺńĳŋżě ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ ŋşńěćőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£ | ¡šő śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż őŕěřăšőřă ćőğňşźěŋĺ£, śŕřőěłšĺřőćăŋŋżě ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ďăŋŋőčő ćżřőęďěŋŋőčő şřőćŋ£. Ŕőŕřăćłă ł şřőćŋ¿ ¡ŋěřčĺĺ, śőőšćěšśšćş¿źă£ ďăŋŋőľ ŕřăćĺńĳŋőľ ćőńŋőćőľ ťşŋłűĺĺ, řăćŋă śřěďŋěňş őš ćőğňşźěŋĺ£ ć ¡šőň śőśšő£- ŋĺĺ.

Ğăďăůă. Ŋăľšĺ ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ ć ŕěřćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ.

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 147

Ŕřĺňěŋěŋĺě. Ăšőň ć ňăčŋĺšŋőň ŕőńě. İťťěłš Ğěěňăŋă Řăśśňőšřĺň ăšőň (ŋăŕřĺňěř, ćőďőřőďă) ć ŕőśšő£ŋŋőň ňăńőň ňăčŋĺšŋőň ŕőńě. Ŕřěŋěąřěęěň ŕőńŋżň śŕĺŋőň ăšőňă ĺ ćňěśšő śşňňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ őďĺŋ ¡ńěłšřőŋ. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ć łńăśśĺůěśłőľ šěőřĺĺ

L(q; _q) =^{m⃗v2}2 +^e_c ~A~v − e’;

ŕřĺ şśńőćĺĺ div A = 0. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ^H, ŋşęŋő ĺğ şřăćŋěŋĺ£ p =^{∂L}_∂ __q ćżřăğĺšĳ _q = _q(p; q) ĺ ŕőďśšăćĺšĳ ć H = H(p; q) = p _q − − L(q; _q).

Ŕřőďěńăěň ćśě ¡šő ś ŋăÿĺň ńăčřăŋęĺăŋőň

~p =^{∂L}_{∂⃗v} = m~v +^e_c ~A; ~v = 1_m ~p −^e_{mc} ~A:

Ğăňěůă£, ůšő ŋěš ŕřőąńěňż ś řăśśšăŋőćłőľ ŕőř£ďłă őŕěřăšőřőć ^p ĺ ^A, šăł łăł [^p; ^A] = −i~ div A = 0, ŕőńşůăěň

^H = pv − L = ( “ mv+ec; v ) − L = 12_m ( ^p −^e_c ^A )2 + e ^’ =

= ^H_0 +^{|e|}_{mc} ^A^p +^{e2}2_{mc2} ( ^A)^2;

čďě H_0 =^{p2}2_m + e’.

Şśńőćĺ£ ~H = rot ~A, div ~A = 0 ćżŕőńŋ£¿šś£ ďń£ ŕőśšő£ŋŋőčő ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ ~H, ěśńĺ ~A = 12[ ~H;~r ]. Ŕőďśšăćń££ ¡šő ćżřăęěŋĺě ć čăňĺńĳšőŋĺăŋ ĺ ŕřěŋěąřěčă£ ŕőśńěďŋĺň ůńěŋőň ĺğ-ğă ěčő ćšőřőčő ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ ŕő H, ŕőńşůăěň

^H ≈ ^H_0 +^{|e|}2_{mc} [ ~H;~r ]^p = ^H_0 +^{|e|}2_{mc} ~H[~r; ^p ] = ^H_0 +^{|e|}2_{mc} ~H ^L;

čďě ^L = [^r; ^p ].

148 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Śůĺšă£, ůšő ňăčŋĺšŋőě ŕőńě ŋăŕřăćńěŋő ŕő őśĺ z, ŕőńşůăěň, ůšő ŕő šěőřĺĺ ćőğňşźěŋĺľ ŕőŕřăćłă ´E = —_BHL_z, čďě —_B = =^{|e|}~2_{mc} , ă L_z řăćŋő śřěďŋěňş ğŋăůěŋĺ¿ ŋěćőğąşęďěŋŋőčő śőśšő- £ŋĺ£ z-ľ śőśšăćń£¿źěľ ňőňěŋšă. Š. ě. ňăčŋĺšŋőě ŕőńě śŋĺňăěš ćżřőęďěŋĺě şčńőćőčő ňőňěŋšă ćďőńĳ śćőěčő ŋăŕřăćńěŋĺ£. İšő ŋăğżćă¿š ¡ťťěłšőň Ğěěňăŋă.

Ŕőśňőšřĺň ŋă ¡šő £ćńěŋĺě ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ šěőřĺĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕ. Ş śťěřĺůěśłĺ-śĺňňěšřĺůŋőčő čăňĺńĳšőŋĺăŋă (łşńőŋőćă ğăďăůă, ¡ńěłšřőŋ ăšőňă ćőďőřőďă) ćśě ŕřőśšřăŋśšćő śőśšő£- ŋĺľ řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕřőśšřăŋśšć ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż SO(3). Ŕőśńě ćłń¿ůěŋĺ£ ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ ŕő őśĺ x_3 (z) łăęďőě ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřěďśšăćńěŋĺě SO(3) őčřăŋĺůĺćăěšś£ ŋă ŕőďčřşŕŕş S^1 ⊂ SO(3), śőśšő£źş¿ ĺğ ćřăźěŋĺľ ćőłřşč ¡šőľ őśĺ. S^1 | ăąěńěćă čřşŕŕă ĺ ćśě ěě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őďŋőňěřŋż, ă śőśšő£ŋĺ£, śőőšćěšśšćş¿źĺě řăğŋżň ĺŋćăřĺăŋšŋżň őšŋőśĺšěńĳŋő S^1 ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň, ĺňě¿š, ćőőąźě čőćőř£, řăğŋżě ¡ŋěřčěšĺůěśłĺě şřőćŋĺ. İšő řăśźěŕńěŋĺě śŕěłšřăńĳŋżţ ńĺŋĺľ ŕřĺ ćłń¿ůěŋĺĺ ňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ ŋăąń¿ďăěšś£ ć ¡łśŕěřĺňěŋšě.

Ćőğňşźěŋĺ£, ğăćĺś£źĺě őš ćřěňěŋĺ

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ćőğňşźěŋĺě ğăćĺśĺš őš ćřěňěŋĺ: V = V (t). Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŋăň ĺğćěśšŋż ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ ^0_k ŋěćőğňşźěŋŋőľ ğăďăůĺ, š. ě. řěÿěŋĺ£ ŋěśšăűĺőŋăřŋőčő şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ ŋěćőğňşźěŋŋőčő čăňĺńĳšőŋĺăŋă H_0

i~^{∂ψ0k}_{∂t} = H_0 ^0_k; (65)

ă ŕřőĺğćőńĳŋőě řěÿěŋĺě (65) ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋő ć ćĺďě = = ∑ a_k ^0_k. Ąşďěň ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£

i~^{∂ψ}_{∂t} = (H_0 + V ) (66)

ć ćĺďě = ∑ k a_k(t) ^0_k: (67)

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 149 Ŕőďśšăćń££ (67) ć (66) ĺ şůĺšżćă£ (65), ŕőńşůăěň i~ ∑ k 0_k^{∂ak}(^t)_{∂t} = ∑ k a_kV ^0_k: (68) Şňŋőęĺć (68) śłăń£řŋő ŋă ^0_m, ŕőńşůĺň i~^{∂am}(^t)_{∂t} = ∑ k a_k(t)V_{mk}(t); (69)

čďě V_{mk}(t) = ⟨ ^0_m(t)|V | ^0_k(t)⟩ = ∫ 0_m(t)V ^0_k(t) dV = V_{mk}e^{i!mkt}, !_{mk} =^{E0m − E0k}~ , V_{mk}, ćőőąźě čőćőř£, šőęě ğăćĺś£š őš ćřěňěŋĺ: V_{mk} = ⟨ 0_m|V | ^0_k ⟩ = ∫ 0_mV (t) ^0_k dV:

Ŕşśšĳ V → 0 ŕřĺ t → ±∞.

Řăśśňőšřĺň ćőğňşźěŋĺě n-čő śšăűĺőŋăřŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ^0_n ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ćřěňěŋĺ t őš −∞ ł +∞. Ĺźěň _n(t) ć ćĺďě n(t) = ∑ k a_{nk}(t) ^0_ke^{− En}~^t;

a_{nk}(t) = a^0_{nk} + a^1_{nk}(t);

čďě a^0_{nk} = ‹^k_n ĺňěěš ŋşńěćőľ ŕőř£ďőł ňăńőśšĺ, ă a^1_{nk}(t) ĺňěěš ŕěřćżľ ŕőř£ďőł ňăńőśšĺ ŕő V .

Ć ŕěřćőň ŕřĺąńĺęěŋĺĺ ŕőńşůăěň i~^{da1nk} (^t)_{dt} = V_{nk}(t);

a^1_{nk}(t) = −^i~ t∫

−∞ V_{nk}e^{i!nkt} dt:

Śńěďőćăšěńĳŋő, a_{nk}(t) = a^1_{nk}(t) ŕřĺ n ≠ k, ă a_{nn}(t) = 1 + a^1_{nn}(t) = = 1 −^i~^t ∫ −∞ V_{nn} dt.

150 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřěţőďă ĺğ śőśšő£ŋĺ£ n ć śőśšő£ŋĺě k ŕřĺ t → → +∞ řăćŋă

W_{nk} = 1~_2 | | | | ∞∫ −∞ V_{nk}e^{i!nkt} dt | | | | 2 : (70)

Ŕěřĺőďĺůěśłőě ćőğňşźěŋĺě. Ăšőň ć ŕőńě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőľ ćőńŋż

Ŕşśšĳ ^V = e ^E(!)e^{i!t}. Ĺğ ťőřňşńż (70) ŕőńşůăěň, ůšő

W_{nk} =^{e2}~_2 | | | ∫ nE(!) _k dV | | | 2 | | | ∫ e^{i!t}e^{i!nkt} dt | | | 2 : (71)

Ŕőśńěďŋĺľ śőňŋőęĺšěńĳ ć (71) ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ, ěśńĺ ! = = −!_{nk}. Ŕőńşůăěň, ůšő ŋěŋşńěćă£ ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřěţőďă W_{nk} śşźěśšćşěš ňěęďş śőśšő£ŋĺ£ňĺ ŕřĺ şśńőćĺĺ ! = −^{En − Ek}~ ĺńĺ E_k− − E_n = ~!. İšőš řěğşńĳšăš śőőšćěšśšćşěš ŕřăćĺńş Ąőřă ő ŕőčńőźěŋĺĺ ăšőňőň łćăŋšă śćěšă.

(ŃŃ3, Čń. 6, § 38 { 42, ś. 163.)

[Ńěłűĺ£ 21]

Łćăğĺłńăśśĺůěśłőě ŕřĺąńĺęěŋĺě

Ŕşśšĳ – =~_p ≪ L, čďě L | ŋěłă£ ďńĺŋă, śćőľśšćěŋŋă£ ďăŋŋőľ ğăďăůě. Šăłĺě śĺśšěňż ŋăğżćă¿šś£ łćăğĺłńăśśĺůěśłĺňĺ.

Ć şřăćŋěŋĺĺ Ÿřěďĺŋčěřă ~ 2m´ + (E − U) = 0 (72)

śďěńăěň ŕőďśšăŋőćłş = e^i σ ~ . Ŕőńşůăěň 1 2m (∇ff)

2 − i~2m´ff = E − U: (73)

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 151

Ŕřĺ ~ → 0 ňőęŋő ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě ć ćĺďě ř£ďă

ff = ff_0 +~_i ff_1 + (~ i )2 ff_2 + : : : (74)

ŕő śšěŕěŋ£ň ~.

Řăśśňőšřĺň őďŋőňěřŋżľ śńşůăľ. Šőčďă (73) ¡łćĺćăńěŋšŋő 1 2m(ff^′)^2 −^i~2_mff^{′′} = E − U(x): (75)

Ŕőďśšăćĺć (74) ć (75), ŕőńşůăěň 1 2m(ff^′_0)^2 = E − U;

ff^′_0ff^′_1 − 12ff^{′′}_0 = 0;

2ff^′_0ff^′_2 + (ff^′_1)^2 + ff^{′′}_1 = 0; ĺ š. ď.

(76)

Ĺğ ŕěřćőčő şřăćŋěŋĺ£ (76) ŕőńşůăěň, ůšő

ff_0 = ± x∫

x0 √ 2m(E − U(x)) dx = ± x∫

x0 p(x) dx; (77)

čďě p(x) = √ 2m(E − U(x)) | łńăśśĺůěśłĺľ ĺňŕşńĳś ůăśšĺűż.

İšő ćěřŋő, ěśńĺ ~|σ^{′′}_0 | (σ^′_0)^2

≪ 1; ~^{p′}_{p2} =^d_{dx} ( ~ p ) =^{dλ}_{dx} ≪ 1: (78)

Ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő £ćń£ěšś£ şśńőćĺěň ŕřĺňěŋĺňőśšĺ łćăğĺłńăśśĺůěśłőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£: ďńĺŋă ćőńŋż ůăśšĺűż ďőńęŋă ňăńő ňěŋ£šĳś£ ŋă řăśśšő£ŋĺ£ţ, śřăćŋĺňżţ ś ¡šőľ ďńĺŋőľ. Ŕěřěŕĺÿěň (78), ĺśŕőńĳğş£ łńăśśĺůěśłőě řăćěŋśšćő p^′ = −^m_p^{dU}_{dx} . Šőčďă (78) ¡łćĺćăńěŋšŋő m~ p^3 dU dx ≪ 1: (79)

152 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Řĺś. 14.

Ĺšăł, łćăğĺłńăśśĺůěśłőě ŕřĺąńĺęěŋĺě ŋě ŕřĺňěŋĺňő ŕřĺ őůěŋĳ ňăńěŋĳłőň ĺňŕşńĳśě ůăśšĺűż ĺ ğăćěďőňő ŋě ŕřĺěňńěňő ćąńĺğĺ šőůěł ŕőćőřőšă, š. ě. šőůěł x, ć łőšőřżţ E = U(x) (śň. řĺś. 14).

Ćďăńĺ őš šőůěł ŕőćőřőšă ĺğ ćšőřőčő şřăćŋěŋĺ£ (76) ŕőńşůăěň ff^′_1 = −^{σ′′0}2_{σ0} = −12^{p′}_p . Śńěďőćăšěńĳŋő,

ff_1 = −12 ln p: (80)

Ŕőďśšăćń££ (77) ĺ (80) ć (74), ŕőńşůăěň

(x) = e i ~ (ff0+ ~ i ff1+::: ) =

= c_1 √ p exp i ~ x∫

x0 p dx + c_2 √ p exp − ĩ x∫

x0 p dx ; c_1 √ |p| exp − 1~ x∫

x0 |p| dx + c_2 √ |p| exp 1 ~ x∫

x0 |p| dx ; (81)

čďě ŕěřćőě řěÿěŋĺě (81) ğăďăěš ćőńŋőćş¿ ťşŋłűĺ¿ (x) ć łńăśśĺůěśłĺţ őąńăśš£ţ (U(x) < E), ă ćšőřőě | ć łńăśśĺůěśłĺ ŋěďőśšşŕŋżţ őąńăśš£ţ (U(x) > E). Ğăňěšĺň, ůšő ć őłřěśšŋőśš£ţ šőůěł ćőğćřăšă ŕőšěŋűĺăń U(x) ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă ńĺŋěľŋżľ, ďń£ łőšőřőčő śşźěśšćşěš šőůŋőě řěÿěŋĺě | ťşŋłűĺ£ İľřĺ.

Ŕşśšĳ U(a) = E ĺ őąńăśšĳ U(x) > E | ¡šő x > a (śň. řĺś. 15, ă). Ĺğ şśńőćĺľ ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĺ śńěďşěš, ůšő ć ¡šőľ

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 153

őąńăśšĺ

(x) =^c 2 √ |p| exp − 1~ x∫

a |p| dx : Ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś ő šőň, łăł ÀśÿĺšĳÁ ¡šő řěÿěŋĺě ś řěÿěŋĺěň ć őąńăśšĺ x < a, ěśńĺ łćăğĺłńăśśĺłă ŋě ŕřĺňěŋĺňă ćąńĺğĺ šőůłĺ x = a.

Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ řěÿěŋĺě, łăł ťşŋłűĺ¿ łőňŕńěłśŋőčő ŕěřěňěŋŋőčő x ĺ őąőľďěň šőůłş x = a. Ąşďěň śőćěřÿăšĳ őąţőď ćőłřşč šőůłĺ x = a ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ ć őąńăśšĺ, čďě ďń£ ťşŋłűĺĺ E − U(x) = F_0(x − a) ňőęŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ ŕěřćżň ůńěŋőň šěľńőřőćśłőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£, ŋő ćěřŋă łćăğĺłńăśśĺłă (śň. řĺś. 15, ą).

1) Ŕěřćőě şśńőćĺě ćżŕőńŋěŋő, ěśńĺ |x − a| ≪ L | ňăśÿšăą ĺğňěŋěŋĺ£ U(x) ( F_0 ≡^{dU}_{dx} (a) ) . 2) Ćšőřőě şśńőćĺě ćěřŋő, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő (79): m~ p^3 dU dx ≪ 1 ĺńĺ ~√ mF_0 ≪ |x − a|^{3=2}:

Ĺğ ¡šĺţ şśńőćĺľ ŕőńşůăěň şśńőćĺě śőćňěśšŋőśšĺ

L^{3=2} ≫ ~√_{m|F0|} : (82)

Šőčďă

I_I(x) =^c

2(2m|F_0|)^{1/4} · 1 (x − a)^{1/4} ×

× exp

− 1~ x∫

a √ 2m|F_0|(x − a) dx

: (83)

Ŕřőśńěďĺň ğă őąţőďőň šőůłĺ a ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ (’ ňěŋ£- ěšś£ őš 0 ďő ı, śň. řĺś. 15, ą): x∫

a √ x − a dx = 23(x − a)^{3=2} =

154 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

= 23ȷ^{3=2}e^i 3φ 2 = 2

3ȷ^{3=2} ( cos 3^φ2 + i sin 3^φ2 ) : (84)

Ŕőďśšăćĺć (84) ć (83) ĺ śřăćŋĺć ś ŕěřćżň şřăćŋěŋĺěň (81), ŕőńşůăěň c_1 = 0 ĺ c_2 = 12ce^{−iı=4}.

ă ą ć

Řĺś. 15.

Šőůŋő šăł ęě, ŕřőďőńęă£ ůěřěğ ŋĺęŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ, ŕőńşůăěň c_1 =^c2e^{i π}4 .

I_I =^c 2 √ |p| exp − 1~ x∫

a |p| dx ;

I =^c√_p cos 1 ~ x∫

a p dx +^π4 : Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć śńşůăě śÿĺćăŋĺ£ řěÿěŋĺľ śńěćă ŋăŕřăćő (U(x) ĺňěěš ćĺď, ŕőłăğăŋŋżľ ŋă řĺś. 15, ć) ŕőńşůă¿šś£ śńěďş¿źĺě řěÿěŋĺ£:

I_{II} =^c 2 √ |p| exp − 1 ~ x∫

b |p| dx ;

I =^c√_p cos 1 ~ x∫

b p dx −^π4 :

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 155

Ŕřăćĺńő łćăŋšőćăŋĺ£ Ąőřă { Ğőňňěřťěńĳďă

Ŕřĺňěŋĺň ŕőńşůěŋŋżě ć ŕřěďżďşźěň ŕăřăčřăťě řěğşńĳšăšż ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ŕřăćĺń łćăŋšőćăŋĺ£ Ąőřă { Ğőňňěřťěńĳďă (śň. řĺś. 16, ă):

I =^c√_p cos 1 ~ x∫

a p dx +^π4 = =^{~c}√_p cos 1 ~ x∫

b p dx −^π4 = =^c√_p cos 1 ~ x∫

b p dx − 1~ a∫

b p dx +^π4 : Śńěďőćăšěńĳŋő, 1 ~ a∫

b p dx =^π2 + ın ĺ ~c = (−1)^nc; ĺńĺ 1 2π~ ∮ ‚ p dx = n + 12; (85)

čďě łőŋšşř ‚ ĺňěěš ćĺď, ŕőłăğăŋŋżľ ŋă řĺś. 16, ą.

Şřăćŋěŋĺě (85) ŋăğżćăěšś£ şśńőćĺěň łćăŋšőćăŋĺ£ Ąőřă { Ğőňňěřťěńĳďă ĺ £ćń£ěšś£ şřăćŋěŋĺěň ŋă śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ E.

Şśńőćĺě łćăğĺłńăśśĺłĺ őążůŋő ¡łćĺćăńěŋšŋő şśńőćĺ¿ n ≫ 1, ŋő ďń£ ŋěłőšőřżţ ŕőšěŋűĺăńőć ¡šő şśńőćĺě ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋăůĺŋă£ ś n = 1.

Őśšăŋőćĺňś£ ěźě ŋă şśńőćĺĺ ŋőřňĺřőćłĺ. ∞∫ −∞ | |^2 dx ≈ a∫

b | |^2 dx = |c|^2 a∫

b dx 2p = c^2 2m a∫

b dt =^{c2}2_m^T2 ;

čďě T | ŕěřĺőď łőńěąăŋĺ£ łńăśśĺůěśłőľ ůăśšĺűż ć ŕőńě ś ďăŋŋżň ŕőšěŋűĺăńőň ĺ ¡ŋěřčĺěľ E.

156 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

ă ą Řĺś. 16.

Ŕřőţőęďěŋĺě ůěřěğ ąăřĳěř

Ŕşśšĳ ŕőšěŋűĺăń ĺňěěš ćĺď, ŕőłăğăŋŋżľ ŋă řĺś. 17.

Řĺś. 17.

Ŋăŕĺÿěň łćăğĺłńăśśĺůěśłőě řěÿěŋĺě ć řăğńĺůŋżţ őąńăśš£ţ. III) x > b.

I_{II} =^c√_p exp i ~ x∫

b p dx +^{iπ}4 :

Šăň, čďě U(x) → 0, _{III} → e^{i px}~ . E − U(x) = F_0 · (x − b), F_0 > 0.

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 157

II) a < x < b. Ŕřőďőńęăěň _{III} ć őąńăśšĳ II:

I_{II} =^c√2_{mF0} 1 (x − b)^{1/4} exp i ~ √ 2mF_0 x∫

b √ x − b dx +^{iπ}4 = =^c√2_{mF0} 1 (b − x)^{1/4} exp 1 ~ x∫

b |p| dx :

Ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő^x ∫ b √ x − b dx = 23ȷ^{3=2} ( − sin 3φ2 +

+ i cos 3^φ2 ) ĺ śőłřăšĺńĺ e^{i π}4 ć ůĺśńĺšěńě ĺ ć ğŋăňěŋăšěńě. Ŕőńşůă- ěň I_I =^c√_{|p|} exp x∫

b |p| dx : I) x < a. Ŕřőďőńęĺň řěÿěŋĺě _{II} ć ¡šş őąńăśšĳ. Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŕőńşůĺšś£ őšćěš

I =^{ce} 1 ~ aR b |p| dx √ p exp i ~ x∫

a p dx

+ exp − ĩ x∫

a p dx

: (86)

Ŕěřćżľ ůńěŋ ć ťőřňşńě (86) ŕřěďśšăćń£ěš ďń£ ąőńĳÿĺţ ŕő ňőďşń¿ őšřĺűăšěńĳŋżţ x exp i ~ x∫

a p dx ∼ x→−∞e −^{ipx}~

őšřăęěŋŋş¿ őš ąăřĳěřă ćőńŋş, ă ćšőřőľ exp − i ~ x∫

a p dx ∼ x→−∞e ipx ~ ŕăďă¿źş¿ ŋă ąăřĳěř ćőńŋş.

158 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Šőčďă řěÿěŋĺě _{III} | ¡šő ŕřőÿěďÿă£ śłćőğĳ ąăřĳěř ćőńŋă (šşŋŋěńĳŋżľ ¡ťťěłš).

Ŕşśšĳ ŕăďă¿źă£ ćőńŋă ĺňěěš ćĺď e^{ipx}~ , őšřăęěŋŋă£ Ae^{− ipx}~ , ă ŕřőÿěďÿă£ Be^{ipx}~ . Łő¡ťťĺűĺěŋšőň őšřăęěŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ ćěńĺůĺŋă^{|A|2} |A|^2 + |B|^2 , ă łő¡ťťĺűĺěŋšőň ŕřőţőęďěŋĺ£ | ćěńĺůĺŋă D = =^{|B|2} |A|^2 + |B|^2 . Ğăďăůă. Ćżůĺśńĺšě D ć śńşůăě, řăğőąřăŋŋőň ć ¡šőň ŕăřăčřă- ťě. Ğăďăůă. Řăśśňőšřĺň ŕőšěŋűĺăń V (x) = ¸x^4 − ˛x^2, ¸; ˛ > 0, ĺńĺ őąźĺľ ŕőšěŋűĺăń ŕőţőęěčő ćĺďă. Ěśńĺ ąż ąăřĳěř ŕřĺ x = = 0 ążń ąż ŋěŕřőŋĺűăěň ďń£ ůăśšĺűż, šő şřőćŋĺ ¡ŋěřčĺĺ ążńĺ ąż ďćşłřăšŋő ćżřőęďěŋż. Ćőğňőęŋőśšĳ ŕřőţőďă ůěřěğ ąăřĳěř ŕřĺćőďĺš ł řăśźěŕńěŋĺ¿ łăęďőčő şřőćŋ£ ŋă ďćă ąńĺğłĺţ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ śőśšő£ŋĺ£ň, ć łőšőřżţ ůăśšĺűă ďćĺęěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő ć őąěĺţ £ňăţ. Őŕřěďěńĺšě ćěńĺůĺŋş řăśźěŕńěŋĺ£ ć łćăğĺłńăśśĺůěśłőň śńşůăě (ŃŃ3, § 50, ğăďăůă Â 3).

(ŃŃ3, Čń. 7, § 46 { 50, ś. 198.)

[Ńěłűĺ£ 22]

Şřăćŋěŋĺě Ďĺřăłă. Řěń£šĺćĺśšśłă£ šěőřĺ£ ¡ńěłšřőŋă

Şřăćŋěŋĺě i~^{∂ψ}_{∂t} = ~^22_m ∑ ∂^2ψ ∂x^2_i ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřě-

őąřăğőćăŋĺľ Čăńĺńě£, ŋő řěń£šĺćĺśšśłĺ ŋěĺŋćăřĺăŋšŋő. İšő ćĺďŋő ţőš£ ąż ĺğ šőčő, ůšő t ĺ x_i ćţőď£š ŋě śĺňňěšřĺůŋő.

Ŕşśšĳ (x^0 = ct; x^1; x^2; x^3) | 4-ćěłšőř.

= (x^0; x^1; x^2; x^3) ĺ ^p_0 = i~^∂_{∂x0} ; ^p_k = i~^∂_{∂xk} ; ^p_— = i~^∂_{∂xμ}

| šőęě 4-ćěłšőřż.

Łńăśśĺůěśłĺľ řěń£šĺćĺśšśłĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżľ čăňĺńĳšőŋĺăŋ śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż ĺňěěš ćĺď H = const √ m^2c^2 + ~p^2, ŕő¡šőňş łćăŋšőćăŋĺě ďăěš şřăćŋěŋĺě

[^p_0 − (m^2c^2 + ^p_1^2 + ^p_2^2 + ^p_3^2)^{1=2}] = 0: (87)

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 159

Ďőňŋőęĺć ŋă śőŕř£ęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, ŕőńşůĺň şřăćŋěŋĺě ąőńěě śĺňňěšřĺůŋőě őšŋőśĺšěńĳŋő p_0 ĺ p_k

[^p^2_0 − m^2c^2 − ^p^2_1 − ^p^2 − ^p^2_3] = 0: (88)

İšő şřăćŋěŋĺě ŋăğżćă¿š şřăćŋěŋĺěň Łńěľŋă { Čőřďőŋă. Ł śőęăńěŋĺ¿, şřăćŋěŋĺě (88) ŋě śőćśěň šő, ůšő ŋăň ŋşęŋő. Ţőš£ őŋő ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋő (^p_0^2 − ∑ ^p_k^2 | ¡šő łćăďřăš 4-ćěłšőřă), őŋő ĺňěěš ąőńĳÿě řěÿěŋĺľ, ůěň şřăćŋěŋĺě (87), ĺ ŋě £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕő p_0.

Ŕőŕřőąşěň ŋăľšĺ şřăćŋěŋĺě, łőšőřőě ążńő ąż

1) ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋő,

2) ńĺŋěľŋő ŕő p_k, ć ůăśšŋőśšĺ, ĺňěńő ąż ŕěřćżľ ŕőř£ďőł ŕő ćřěňěŋĺ,

3) ĺ ŕńőśłĺě ćőńŋż = e^{iEt}~ e^{i ⃗p⃗x}~ , £ćń£¿źĺěś£ řěÿěŋĺ£ňĺ şřăćŋěŋĺ£ (88), £ćń£ńĺśĳ ąż ěčő řěÿěŋĺ£ňĺ.

Ąşďěň ĺśłăšĳ ¡šő şřăćŋěŋĺě ć ćĺďě

[^p_0 − ¸_1 ^p_1 − ¸_2 ^p_2 − ¸_3 ^p_3 − ˛] = 0: (89)

Ĺğ-ğă őďŋőřőďŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă-ćřěňěŋĺ ¸_i ĺ ˛ ŋě ďőńęŋż ğăćĺśěšĳ őš x^—. Şňŋőęĺć (89) ŋă śőŕř£ęěŋŋőě ğŋăůěŋĺě, ŕőńşůĺň

[p^2_0 − ¸_i¸_jp_ip_j − (¸_i˛ + ˛¸_i)p_i − ˛^2] = 0:

Ć ¡šőň ňěśšě ňőęŋő ŋăůăšĳ śůĺšăšĳ, ůšő ¸_i ĺ ˛ | ŋě ůĺśńă, ă ŋěůšő ďřşčőě. Ďĺřăł ŋăğżćăń ĺţ ÀčĺŕěřůĺśńăňĺÁ. Ć ń¿ąőň śńşůăě, ¡šő ŋěłőšőřă£ ăńčěąřăĺůěśłă£ śšřşłšşřă.

Ĺğ śćőľśšć şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůăěň śőőšŋőÿěŋĺ£ ŋă ¸_i ĺ˛

¸_i¸_j + ¸_j¸_i = 2‹_{ij} ¸_i˛ + ˛¸_i = 0 ˛^2 = m^2c^2

160 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

Ŋăţőďĺň, ůšő ˛ = mc¸_0 ĺ ćśě ¸_k, k = 0; 1; 2; 3 őąřăğş¿š ăńčěąřş Łńĺťťőřďă

K = {¸— | ¸—¸ + ¸¸— = 2‹—; —; = 0; 1; 2; 3}:

Şřăćŋěŋĺě (89) ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě

[^p_0 − ~¸^~p − ¸_0mc] = 0: (90) Şšćěřęďěŋĺě. Ŋăĺňěŋĳÿěě ŕřěďśšăćńěŋĺě ăńčěąřż K | ůěšżřěţňěřŋőě. Śńěďőćăšěńĳŋő, | ůěšżřěţłőňŕőŋěŋšŋă£ ťşŋłűĺ£. Ć ťĺğĺůěśłőľ ńĺšěřăšşřě ŋăğżćă¿š śŕĺŋőřăňĺ.

Őďŋă ĺğ řěăńĺğăűĺľ ¡šőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£:

¸_0 = ( 1 0 0 −1 ) ; ¸_i = ( 0 ff_i ff_i 0 ) ; čďě ff_1 = ( 0 1 1 0 ) ; ff_2 = ( 0 −i i 0 ) ; ff_3 = ( 1 0 0 −1 ) ; 1 = ( 1 0 0 1 ) : Ůěšżřěţłőňŕőŋěŋšŋőśšĳ řěń£šĺćĺśšśłőľ łćăŋšőćőľ ůăśšĺűż ść£ğăŋă ś šěň, ůšő ŋě śşźěśšćşěš 2-ňěřŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ čřşŕŕż Ńőřěŋűă. Ŕřăćďă, śşźěśšćş¿š 2-ňěřŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕż śőąśšćěŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ čřşŕŕż Ńőřěŋűă.

Ćłń¿ůěŋĺě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£

Śńěďş£ łńăśśĺůěśłőňş ŕřăćĺńş, čăňĺńĳšőŋĺăŋ ůăśšĺűż ć ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőň ŕőńě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, śďěńăć ğăňěŋş

p_0 → p_0 +^e_c A_0 ~p → ~p +^e_c ~A:

Ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě ć ŕőńě [ ^p_0 +^e_c A_0 − ~¸ ( ^~p +^e_c ~A ) − ¸_0mc ] = 0: (91)

Ĺğ ćĺďă ğăňěŋż śřăğş ŕőńşůăěšś£ ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ şřăćŋěŋĺ£ (91).

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő (91) ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő łăńĺąřőćőůŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A_— → A_— +^{∂f}_{∂xμ} , → e^{i e}~c^f .

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 161

Ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ şřăćŋěŋĺ£ Ďĺřăłă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Ńőřěŋűă

Ŋăůĺŋă£ ś ¡šőčő ŕăřăčřăťă, ŕěřěśšăŋěň ŕĺśăšĳ śĺňćőń À^Á ŋăď őŕěřăšőřăňĺ. Ŕěřěŕĺÿěň şřăćŋěŋĺě (91). Ďń£ ¡šőčő şňŋőęĺň (91) śńěćă ŋă ¸_0 ĺ, ććěď£ ŋőćżě ŕěřěňěŋŋżě

´_— = p_— +^e_c A_—; ‚^0 = ¸_0 = ( 1 0 0 −1 ) ; ‚_i = −¸_0¸_i = ( 0 −ff_i ff_i 0 ) ; ŕőńşůĺň şřăćŋěŋĺě

(‚^—´_— − mc) (x) = 0: (92)

Ŕěřěňěŋŋżě ‚^— şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň {‚^—; ‚} = 2g^— 1, čďě {a; b} = ab + ba, ă

(g^—) = 1 0 −1 −1 0 −1 | śšăŋďăřšŋă£ Ńőřěŋűěćă ňěšřĺłă.

Ůšőąż ŕőŋ£šĳ, łăł ćěďěš śěą£ řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ (92) ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ Ńőřěŋűă, ćőśŕőńĳğşěňś£ ńőřěŋű-ĺŋćăřĺăŋšŋő-śšĳ¿ (92), śďěńăć ąěśłőŋěůŋő ňăńőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ńőřěŋűă ~x^— = a^— x, čďě a^— = ‹^— + !^— ĺ !^–_—g_– + g^—_– !^– = 0. Šőčďă

x^— → ~x^— = x^— + !^— x; p_— → ~p_— = p_— + !_—p; (x) → ~ (x);

´_— → ~´_— = a^–_—´:

Śĺňňěšřĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (92) őğŋăůăěš, ůšő ~ (x) = S(a) (~x) £ćń£ěšś£ řěÿěŋĺěň şřăćŋěŋĺ£ (92), čďě S(a) | ŋěĺğćěśšŋă£ ňăšřĺűă, ( ~ _i(x) £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ _i(~x)), š. ě.

162 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő [‚^—´_— − mc]S(a) (~x) = 0:

Ďőňŋőęĺć śńěćă ŋă S(a)^{−1} ĺ ćśŕőňŋĺć, ůšő ~p_— = a_—p, p_— = a_— ~p, čďě a_—a^– = ‹^–_—, ŕřĺćěďěň ŕőśńěďŋěě şřăćŋěŋĺě ł šőůłě ~x: [S^{−1}‚^—Sa_— ~´ − mc] (~x) = 0:

İšő şřăćŋěŋĺě śőćŕăďăěš ś şřăćŋěŋĺěň Ďĺřăłă, ěśńĺ S(a) şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿

S^{−1}‚^—Sa_— = ‚; ĺńĺ S^{−1}‚^—S = a^— ‚: (93) Ąşďěň ĺśłăšĳ ňăšřĺűş S ďń£ ąěśłőŋěůŋő ňăńőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ńőřěŋűă ć ćĺďě S = 1 + !^—ff_—; čďě ff_— | ŋěĺğćěśšŋżě ňăšřĺűż. Šőčďă ĺğ şřăćŋěŋĺ£ (93) ŕőńşůăěň (a^— = ‹^— + !^— ) ff_— = 14[‚_—; ‚]:

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ff_— =^1_4[‚_—; ‚] £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺěň (93) ś šőůŋőśšĳ¿ ďő o(!).

Ğăďăůă. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ďćşńĺśšŋőě ŋăłřżšĺě ŋăď ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ ěďĺŋĺűż čřşŕŕż Ńőřěŋűă ¡šő SL(2; C )?

Ğăďăůă. Ŋăľďĺšě S ďń£ őšřăęěŋĺľ ć čřşŕŕě Ńőřěŋűă ĺ ďń£ ďřşčĺţ łőňŕőŋěŋš.

Ňăčŋĺšŋżľ ňőňěŋš ¡ńěłšřőŋă

Ŕěřěŕĺÿěň şřăćŋěŋĺě Ďĺřăłă ć ćĺďě şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă i~^{∂ψ}_{∂t} = H ; čďě H = −eA_0 + c~¸ ( ~p +^e_c ~A ) + ¸_0mc^2;

ĺ ŕőńőęĺň = (u v ) . Ŋă u ĺ v ŕőńşůĺň şřăćŋěŋĺ£ i~^{∂u}_{∂t} = −eA_0u + [ c~ff ( ~p +^e_c ~A )] v + mc^2u;

i~^{∂v}_{∂t} = −eA_0v + [ c~ff ( ~p +^e_c ~A )] u − mc^2v:

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă 163

Ąşďěň ĺśłăšĳ řěÿěŋĺě ć ćĺďě = e^{−i Ent}~ (’ ffl ) , čďě ťşŋłűĺĺ ’; ffl ŋě ğăćĺś£š őš ćřěňěŋĺ.

Łřőňě šőčő, ŕěřěľďěň ł ŕřěďěńĳŋőľ śĺšşăűĺĺ v ≪ c, š. ě. ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő E_n = mc^2 + E, E ≪ mc^2. İšő őğŋăůăěš, ůšő ĺňŕşńĳśż ňăńżě ĺ ŕőń£ śńăąő ňěŋ£¿šś£. Ŕőďśšăćń££ ć ŕřěďżďşźş¿ śĺśšěňş, ŕőńşůăěň { c(~ff~∇)ffl − (E + eA_0)’ = 0; (2mc^2 + E + eA_0)ffl = c(~ff~∇)’;

čďě ∇ = p +^e_c A. Ĺğ ćšőřőčő şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůăěň, ůšő ffl ≈^{⃗σ ⃗∇}2_{mc}’, šăł łăł 2mc^2 ≫ E + eA_0. Śńěďőćăšěńĳŋő, ffl ≪ ’. Ŕőďśšăćń££ ffl ć ŕěřćőě şřăćŋěŋĺ£, ŕőńşůăěň [ (⃗σ ⃗∇)^2 2m − eA0 ] ’ = E’: (94)

Ćśŕőňĺŋă£ śćőľśšćă ff_i, ă ĺňěŋŋő, ff^2 = 1 ĺ ff_1ff_2 = iff_3 ĺ š. ď., ŕőńşůăěň

(~ff ~B)(~ff ~C) = ( ~B ~C) + i(~ff[ ~B; ~C]); ( ~p +^e_c ~A ) × ( ~p +^e_c ~A ) =^e_c (~p × ~A + ~A × ~p ) =

= −i~^e_c rot ~A = −i~^e_c ~H;

(~ff~∇)^2 = ( ~p +^e_c ~A )2 + ~^e_c (~ff ~H):

Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň, ůšő şřăćŋěŋĺě (94) ¡łćĺćăńěŋšŋő

H’ = E’; čďě Ŋ = 12_m ( ~p +^e_c ~A )2 + ~^e2_{mc}(~ff ~H) − eA_0:

Ŕřěďŕőśńěďŋĺľ ůńěŋ ¡šőčő čăňĺńĳšőŋĺăŋă ŕő ăŋăńőčĺĺ ś łńăśśĺůěśłĺň čăňĺńĳšőŋĺăŋőň ĺŋšěřŕřěšĺřşěšś£ łăł ćğăĺňőďěľśšćĺě

164 Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă

śőąśšćěŋŋőčő ňăčŋĺšŋőčő ňőňěŋšă ~— = − ~^e2_{mc}~ff ś ňăčŋĺšŋżň ŕőńěň ~H.

Ŋăľďěň ćżřăęěŋĺě ďń£ ňőňěŋšă łőńĺůěśšćă ďćĺęěŋĺ£ ¡ńěłšřőŋă. Ąşďěň ĺśłăšĳ ňőňěŋš ć ćĺďě 1~ ~M = ~L + ~S = [~r; ~p ] + ~S, čďě ~S = (s_1; s_2; s_3) | ŕőśšő£ŋŋżě ňăšřĺűż, ĺ őŕřěďěńĺň ~M ĺğ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ ~M ďń£ śćőąőďŋőčő ¡ńěłšřőŋă. Ŋă £ğżłě łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ~M | ŕěřćżľ ĺŋšěčřăń, š. ě. łőňňşšĺřşěš ś čăňĺńĳšőŋĺăŋőň śćőąőďŋőčő ¡ńěłšřőŋă H = c~¸~p + ¸_0mc^2. Ĺšăł, ćżŕőńŋ£¿šś£ şřăćŋěŋĺ£ [ ~M; H] = 0 ĺńĺ

[~L; c~¸~p ] + [~S; c~¸~p ] = 0: (95)

Ŕěřěŕĺÿěň (95) ć šěřňĺŋăţ őŕěřăšőřőć l_i ĺ s_i:

[l_i; c¸_kp_k] + [s_i; c¸_kp_k] = 0: c¸_k[l_i; p_k] + c[s_i; ¸_k]p_k = 0

(ďń£ őŕěřăšőřőć l_i ćěńĺůĺŋż ¸_k ŕőśšő£ŋŋż, ă s_i ĺ p_k łőňňşšĺřş- ¿š). Ŕőśńěďŋěě şřăćŋěŋĺě ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ, ŕőńĳğş£śĳ ŕěřěśšăŋőćőůŋżňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ ňěęďş l_i ĺ p_k, šăł

i"_{ikl}¸_kp_l + [ 0 [s_i; ff_k] [s_i; ff_k] 0 ] p_k = 0: (96)

Ąşďěň śůĺšăšĳ (ňż őŕ£šĳ şčăďżćăěň őšćěš), ůšő s_i = –ff_i. Ĺğ (96) ŕőńşůăěň i"_{ikl}¸_kp_l + i"_{ikl} [ 0 2–ff_l 2–ff_l 0 ] p_k = 0; ĺńĺ i"_{ikl}(¸_kp_l + 2–¸_lp_k) = 0:

Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ćżŕőńŋ£ěšś£, ěśńĺ 2– = 1. Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň, ůšő s_i = ff_i=2. Ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ ~ff = (ff_1; ff_2; ff_3), šő ~S = = 12~ff ĺ 1~ ~M = ~L +^{⃗σ}2 . Ĺśţőď£ ĺğ ¡šőčő, śőąśšćěŋŋżľ ňăčŋĺšŋżľ ňőňěŋš ¡ńěłšřőŋă ŕřăćĺńĳŋő ğăŕĺśżćăšĳ łăł

~— = −^e_{mc} (~⃗σ 2 ) = −^e~_{mc} ~S:

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ 165

Ćśŕőňŋĺć, ůšő őřąĺšăńĳŋżľ ňőňěŋš řăćěŋ ~—_{őřąĺšăńĳŋőě} = ~^e2_{mc} ~L = —_B ~L;

čďě łőŋśšăŋšă —_B = ~^e2_{mc} ŋăğżćăěšś£ ňăčŋěšőŋőň Ąőřă, ŕőńşůăěň ~— = 2—_B ~S:

(Ď, § 66, 67.)

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

[6 śěňěśšř] Ă. Ă. Łăďěľÿćĺńĺ, Ă. Č. Łşńăłőć Śěňĺŋăř 1

Šěňż:

1) Őśŋőćż łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ.

2) ÀŸřěďĺŋčěřőćśłă£ łăřšĺŋăÁ (ŕřěďśšăćńěŋĺě) łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ.

3) Śőśšő£ŋĺ£. 4) Ŋăąń¿ďăěňżě.

5) Ćěřő£šŋőśšĳ ŋăąń¿ďăěňőľ ć ďăŋŋőň śőśšő£ŋĺĺ. 6) Śőąśšćěŋŋżě śőśšő£ŋĺ£ ďăŋŋőľ ŋăąń¿ďăěňőľ 7) Čăňĺńĳšőŋĺăŋ.

8) Şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă.

9) Łőőřďĺŋăšŋőě ĺ ĺňŕşńĳśŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺ£.

166 Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

Ğăďăůă 1. Ŕńăŋł ć śćőěľ řăąőšě ĺśţőďĺń ĺğ śńěďş¿źĺţ ŕřěďŕőńőęěŋĺľ.

1) Ăšőňż ůěřŋőčő šěńă, ŋăţőď£źěčőś£ ŕřĺ šěňŕěřăšşřě T , ňőčşš ŋăţőďĺšĳś£ ć ŋőřňăńĳŋőň śőśšő£ŋĺĺ ĺńĺ ć ćőğąşęďěŋŋőň. Ć ŋőřňăńĳŋőň śőśšő£ŋĺĺ ćŋě ůěřŋőčő šěńă n ťőšőŋőć ś ůăśšőšőľ !, ć ćőğąşęďěŋŋőň | n+1. (n ĺ n+1 | ¡šő śřěďŋěě ůĺśńő.) N_{őśŋ}, N_{ćőğą} | łőńĺůěśšćěŋŋżě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ śőśšő£ŋĺľ (ňőęěš ążšĳ ůĺśńő ăšőňőć, ă ňőęěš ążšĳ ňăśśă).

2) Ĺğ šěřňőďĺŋăňĺłĺ^{Nćőğą}_{Nőśŋ} = e^{− ΔE}kT .

3) |a|^2 | ćěřő£šŋőśšĳ, ůšő őďĺŋ ťőšőŋ ŕřőćğăĺňőďěľśšćşěš ś ćěźěśšćőň, ŕőčńőšĺšś£ ĺńĺ ĺśŕşśšĺšś£, ŋě ğăćĺśĺš őš śőśšő£ŋĺ£. Śłőřőśšĳ (śřěďŋ££, ěśšěśšćěŋŋő) řăćŋă

N_{śőśšő£ŋĺ£} × (ůĺśńő ťőšőŋőć) × |a|^2:

Ĺňěěšś£ ć ćĺďş Àłăęďżľ ćğăĺňőďěľśšćşěš ś łăęďżňÁ.

4) Łőŋěůŋő ęě, śłőřőśšĳ ŕőčńőźěŋĺ£ = śłőřőśšĺ ĺśŕşśłăŋĺ£.

5) Ŕńăŋł: ´E = E_{ťőšőŋă} = ~!.

Ŋăľďĺšě ¡ŋěřčĺ¿ ťőšőŋőć ć ďăŋŋőň śőśšő£ŋĺĺ. Řěÿěŋĺě. Śłőřőśšĳ ĺśŕşśłăŋĺ£ = N_{őśŋ}n|a|^2, śłőřőśšĳ ŕőčńőźěŋĺ£ = N_{ćőğą}(n + 1)|a|^2. Ŕőńşůăěň

N_{őśŋ}n|a|^2 = N_{ćőğą}(n + 1)|a|^2; ⇒ n_{őśŋ} = 1_{e ~ωkT −} 1 ; E_{őąźă£} = ~^ω_{e ~ωkT −} 1 : Ğăďăůă 2. Řăśśňőšřĺň ňżśńěŋŋżľ ¡łśŕěřĺňěŋš, őŕĺśăŋŋżľ ć ŕěřćőľ ńěłűĺĺ. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő _i = c^{eili k}_{li} , P_i = | _i|^2, čďě l_i | řăśśšő£ŋĺě, łőšőřőě ŕřőńěšăěš ¡ńěłšřőŋ ďő ¡łřăŋă ůěřěğ i- ¿ źěńĳ, P_i(x) | ĺŋšěŋśĺćŋőśšĳ ŋă ¡łřăŋě ś i-ľ őšłřżšőľ źěńĳ¿. Śůĺšă£ a ≪ l, x ≪ l, ŋăľďĺšě

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ 167 1) P_1(x), P_2(x), P_{12}(x), P_{12}(0);

2) Řăśśšő£ŋĺě d ňěęďş čńăćŋżň ňăłśĺňşňőň ĺ ąńĺęăľÿĺň ňĺŋĺňşňőň, ć ůăśšŋőśšĺ, łăł ŕő d őŕřěďěńĺšĳ –, ĺńĺ, ğŋă£ – ĺ d őŕřěďěńĺšĳ a;

3) Ůšő ŕřőĺğőľďěš, ěśńĺ ĺśšőůŋĺł śďćĺŋşšĳ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő őśĺ őŕżšă ŋă D (L | řăśśšő£ŋĺě őš ĺśšőůŋĺłă ďő ŕńőśłőśšĺ źěńěľ, D ≪ L)?

4) Ůšő ŕřőĺğőľďěš, ěśńĺ a şćěńĺůĺšĳ ć 2 řăğă, ć n řăğ? 5) Ůšő ŕřőĺğőľďěš, ěśńĺ ŕěřćş¿ źěńĳ śďěńăšĳ ć 2 řăğă ÿĺřě? Ğăďăůă 3. Őŕřěďěńĺšě ¡ŋěřčěšĺůěśłĺě şřőćŋĺ ¡ńěłšřőŋă ć ăšőňě ćőďőřőďă ć šěőřĺĺ Ąőřă:

E =^{mv2}2 +^{e2}_r ;^{mv2}_r =^{e2}_{r2} ; mv2ır = nh; mvr = n~: Ğăďăůă 4. Ŕőšěŋűĺăń čăňĺńĳšőŋĺăŋă őčřăŋĺůěŋ śŋĺğş. Ŕşśšĳ min V (x) = V_{min}. Ďőłăęĺšě, ůšő ďĺśłřěšŋżľ śŕěłšř čăňĺńĳšőŋĺăŋă şďőćńěšćőř£ěš ŋěřăćěŋśšćş E_{ďĺśłř} ¿ V_{min}.

Řěÿěŋĺě: E_{ďĺśłř} = ⟨ |H| ⟩ = ⟨T ⟩ + ⟨V ⟩ ¿ V_{min}. Śěňĺŋăř 2

Šěňă: ÀČěľğěŋąěřčőćśłă£ łăřšĺŋăÁ łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ. Ğăďăůă 1. Ďőłăęĺšě, ůšő

e^{^A} ^Be^{− ^A} = ^B + 11![ ^A; ^B] + 12![ ^A; [ ^A; ^B]] + : : : Ğăďăůă 2. Ŋăľďĺšě ^p(t), ^x(t) ďń£ ă) śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż;

ą) ńĺŋěľŋőčő čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă.

168 Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

Őšćěš: ă) ^p(t) = ^p, ^x(t) = ^x +^{^pt}_m . ą)

^x(t) = ^x cos(!t) −^{^p}_{mω} sin(!t) ^p(t) = m!^x sin(!t) + ^p cos(!t)

^A = ( √ m!^x +^i√_{mω} ^p )

^A^∗ = ( √ m!^x −^i√_{mω} ^p )

[ ^A; ^A^∗] = 2~; ^H =^ω2 ( ^A^∗ ^A + ~); ^A(t) = ^Ae^{i!t}; ^A^∗(t) = ^A^∗e^{−i!t}:

Ğăďăůă 3. Ďń£ śĺśšěň ă) ĺ ą) ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ŋăľďĺšě [^x(t); ^p(t^′)].

Őšćěš:

ă) [^x(t); ^p(t^′)] = i~.

ą) [^x(t); ^p(t^′)] = i~ cos(!(t − t^′)).

Ğăďăůă 4. Ŕşśšĳ^^H =^{^p2}_{2m} + U(^x). Ŋăľďĺšě şřăćŋěŋĺ£ ŋă ă) ⟨^p(t)⟩ ĺ ą) ⟨^x(t)⟩.

Őšćěš:

ă)^d_{dt} ⟨^p(t)⟩ = ⟨ d^p(t) dt ⟩ =^i~⟨[ ^H; ^p(t)]⟩ = −⟨∇ ^U(x)⟩ = −⟨ ^F (x)⟩.

ą)^d_{dt} ⟨^x(t)⟩ = ⟨ d^x(t) dt ⟩ =^i~⟨[ ^H; ^x(t)]⟩ = 1_m⟨^p(t)⟩.

Ğăďăůă 5. Ŋă ńĺŋěľŋżľ őśűĺńń£šőř, ŋăţőď£źĺľś£ ŕřĺ t →

→ −∞ ć őśŋőćŋőň śőśšő£ŋĺĺ, ďěľśšćşěš ćŋěÿŋ££ śĺńă F (t),

F (t) → 0 ŕřĺ t → ±∞. Ŋăľďĺšě ćěřő£šŋőśšĳ ćőğąşęďěŋĺ£ řăğńĺůŋżţ śőśšő£ŋĺľ őśűĺńń£šőřă, śřěďŋĺľ ŋőňěř ćőğąşęďěŋŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ĺ śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ¡ŋěřčĺĺ őśűĺńń£šőřă ŕřĺ t → +∞.

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ 169

Řěÿěŋĺě:

^H(t) =^{^p2}2_m +^{mω2^x2}2 − F (t)^x =

=^ω2 ( ^A^∗ ^A + ~) − F (t) 12√_{mω} ( ^A^∗ + ^A); d ^A(t) dt = −^i~[ ^H(t); ^A(t)] = i! ^A(t) +^{iF} (^t)√_{mω} ;

^A(t) = e^{i!t}( ^A +^i√_{mω} t∫

−∞ F (fi)e^{−i!fi} dfi)

t → +∞; ^A(t) → ^A_∞ = e^{i!t}( ^A + ¸); čďě ¸ =^i√_{mω} +∞∫ −∞ F (fi)e^{−i!fi} dfi:

Őśŋőćŋőě (ĺńĺ ćăłşşňŋőě) śőśšő£ŋĺě őśűĺńń£šőřă őŕřěďěń£ěšś£ şśńőćĺ£ňĺ ^A _0 = 0, ‖ _0‖ = 1. İćőń¿űĺ£ ćăłşşňŋőčő śőśšő£ŋĺ£ (t) = ^U(t) _0; ^A _0 = 0; ^A(t) (t) = ^U(t) ^A ^U^+(t) ^U(t) _0 = 0;

^a(t) → ^a_∞; (t) → _∞ ŕřĺ t → +∞:

Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň, ůšő _∞ şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ ( ^A + ¸) _∞ = 0: (A) Ğăňěšĺň, ůšő ^A, ^A^∗ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż ^a, ^a^∗: ^a =^{^A}√ 2~ , ^a^∗ =^{^A∗}√ 2~ . Ŕőďěńĺć (A) ŋă √ 2~, ňż ŕőńşůĺň śńěďş¿źěě şřăćŋěŋĺě (^a + ˛) _∞ = 0; čďě ˛ =^α√ 2~ : (B) Łăł ĺğćěśšŋő, őśšăńĳŋżě śőśšő£ŋĺ£ ńĺŋěľŋőčő čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă ŕőńşůă¿šś£ ĺğ ćăłşşňŋőčő _n = 1√_n ! (^a^∗)^n _0, ‖ _n‖ = = 1. Ŕşśšĳ _∞ = ∑ c_n _n = ∑ 1 √ n! ( ^A^∗)^n _0. Łřőňě šőčő, ěśšĳ ěźě şśńőćĺě ŋőřňĺřőćłĺ ‖ _∞‖^2 = ∑ |c_n|^2 = 1. Ĺğ (B) ŕőńşůăěň

170 Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

řěłşřřěŋšŋőě şřăćŋěŋĺě ŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż c_n, ă ĺğ ŋőřňĺřőćłĺ őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň śăňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż

c_{n+1} = −^β√_n + 1c_n; ĺńĺ c_n = (−1)^{n βn}√_n ! c_0; |c_0|^2 = e^{−|˛|2} ;

c_n = (−1)^{n βn}√_n ! e^− 1 2^|˛^{|2} :

Ĺšăł, ňż ŕőńşůĺńĺ Ŕşăśśőŋőćő řăśŕřěďěńěŋĺě ŕő śőśšő£ŋĺ£ň őśűĺńń£šőřă. Ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěţőďă, śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ¡ŋěřčĺĺ ĺ śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ŋőňěřă śőśšő£ŋĺ£ řăćŋż

w_{0→n} = |⟨ _n| _∞⟩|^2 =^{|β|2n}_n! exp(−|˛|^2); n_{śř} = ∑ n|c_n|^2 = |˛|^2;

E(+∞) = ⟨ _∞| ^H_{+∞}| _∞⟩ = ∑ |c_n|^2E_n = = ∑ β2n n! e^{−|˛|2} ~! ( n + 12 ) = ~! (1 2 + |˛| 2 ) : Ğăďăůă 6. Ďń£ ńĺŋěľŋőčő őśűĺńń£šőřă ŋăľďĺšě ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż, ĺśţőď£ ĺğ łőňňşšăűĺőŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ.

Řěÿěŋĺě:

^H =^{^p2}2_m +^{mω2}2 ^x^2; E_n = ~!(n + 12); H ďĺăčőŋăńĳŋă! [H; x] = 12_m [p^2; x] = −^i~_m p; [H; p] =^{mω2}2 [x^2; p] = i~m!^2x;

[H; x]_{jk} = −^i~_m p_{jk}; [H; p]_{jk} = i~m!^2x_{jk};

E_jx_{jk} − E_kx_{jk} = −^i~_m p_{jk}; E_jp_{jk} − E_kp_{jk} = i~m!^2x_{jk};

~!(j − k)x_{jk} = −^{i~}_m p_{jk}; ~!(j − k)p_{jk} = i~m!^2x_{jk};

(j − k)^2 = 1;

E_n = H_{nn} = 12_m(p^2)_{nn} +^{mω2}2 (x^2)_{nn} =

= 12_m ∑ j p_{nj}p_{jn} + mω^2 2 ∑ j x_{nj}x_{jn} =

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ 171

= 12_m(|p_{n;n+1}|^2 + |p_{n−1;n}|^2) +^{mω2}2 (|x_{n;n+1}|^2 + |x_{n−1;n}|^2) = = m!^2(|x_{n;n+1}|^2 + |x_{n−1;n}|^2) = ~! ( n + 12 ) ; n = 0; |x_{0;1}|^2 = ~2_{mω} ; : : :

n = n; |x_{n;n+1}|^2 = ~2_{mω} (n + 1): Śěňĺŋăř 3

Šěňż:

1) Őŕĺśăŋĺě ć ďěłăřšőćżţ łőőřďĺŋăšăţ → {p; x}. 2) Őŕĺśăŋĺě ć śťěřĺůěśłĺţ łőőřďĺŋăšăţ → {l; ’}. Ğăďăůă 1. Łăł ćżčń£ďĺš řăćěŋśšćő ~^^~l = [^^~r;^^~p] ŕő-łőőřďĺŋăš- ŋő? Őšćěš:^^~l = (^l_x; ^l_y; ^l_z; ),

~^l_x = ^y ^p_z − ^z ^p_y; ~^l_y = ^z ^p_x − ^x ^p_z; ~^l_z = ^x ^p_y − ^y ^p_x: Ğăďăůă 2. Ćżćěďĺšě łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ŋăąń¿ďăěňżňĺ ^l_i, ^x_i, ^p_i.

Őšćěš:

[^l_i; ^l_j] = i"_{ijk}^l_k; [^l_i; ^x_j] = i"_{ijk}^x_k; [^l_i; ^p_j] = i"_{ijk} ^p_k: Ğăďăůă 3. Ćżćěďĺšě łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ŋăąń¿ďăěňżňĺ ^l_i; ĺ ^l_± := ^l_x + i^l_y; ^l_i; ĺ ^l^2 := ^l^2_x + ^l^2_y + ^l^2_z.

Őšćěš:

[^l_z; ^l_±] = ±^l_±; [^l_+; ^l_−] = 2^l_z; [^l^2; ^l_i] = 0:

Śńěďőćăšěńĳŋő, (^l^2; ^l_z) | ŕőńŋżľ ŋăąőř ŋăąń¿ďăěňżţ.

Ğăďăůă 4. Łăł ćżčń£ď£š ^l^2 ĺ ^l_z ć łőőřďĺŋăšŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ć śťěřĺůěśłĺţ łőőřďĺŋăšăţ.

172 Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

Őšćěš:

^l_z = −i^∂_{∂φ} ; ^l^2 = − [ 1 sin^2 θ

∂^2 ∂φ^2 + 1 sin θ ∂ ∂θ ( sin „^∂_{∂θ} )] : Ğăďăůă 5. Ŋăľďĺšě śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ őŕěřăšőřă ^l_z. Őšćěš:

^l_z = l_z ; = f(r; „)e^lz^’; l_z = 0; ±1; ±2 : : :

ĺ őąőğŋăůăěšś£, őążůŋő, m.

Ğăďăůă 6. Ćżůĺśńĺšě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřă ^l^2. Şłăğăŋĺě. Ĺţ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ šőńĳłő ĺğ łőňňşšăűĺőŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ.

Řěÿěŋĺě. Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć őŕěřăšőřă ^l^2 ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň S, š. ě. V_S = { |^l^2 = S }. İšő łőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďőłăęĺšě śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£:

1) ŕřőśšřăŋśšćő V_S řăśłńăďżćăěšś£ ŕő śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřăň őŕěřăšőřă ^l_z;

2) ěśńĺ ^l_z = m , šő ^l_z (^l_± ) = (m ± 1) ;

3) śşźěśšćşěš ćěłšőř _m šăłőľ, ůšő ^l_− _m = 0, ^l_z _m = −m _m;

4) ŕřĺňěŋĺň śőőšŋőÿěŋĺě ^l^2 = ^l_+^l_− + ^l^2_z − ^l_z ł _m ĺ ŕőńşůĺň S = m(m + 1).

Ğăďăůă 7 Ćżćěďĺšě ŕřăćĺńő śńőęěŋĺ£ ňőňěŋšőć. Ğăďăůă 8. Řăśśňőšřĺň ăńčěąřş sl_2(R), ŕőřőęďěŋŋş¿ ňăšřĺűăňĺ H = ( 1 0 0 −1 ) ; L_+ = ( 0 1 0 0 ) ; L_− = ( 0 0 1 0 ) : Ćżćěďĺšě łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş H, L_+, L_−. Ĺğőňőřťŋă ńĺ ¡šă ăńčěąřă ăńčěąřě, ŕőřőęďěŋŋőľ ^l_x, ^l_y, ^l_z?

Ğăďăůă 9. Ćżŕĺÿĺšě şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ śťěřĺůěśłĺ śĺňňěšřĺůŋőčő čăňĺńĳšőŋĺăŋă ć ŕřőśšřăŋśšćě V_S. Řăğďěńĺšě ŕěřěňěŋŋżě ĺ śďěńăšĳ śšăŋďăřšŋş¿ ğăňěŋş R(r) =^χ_r .

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ 173

Śěňĺŋăř 4

Šěňż:

1) Śšăűĺőŋăřŋă£ šěőřĺ£ ćőğňşźěŋĺľ. Ŋěćżřőęďěŋŋżľ śńşůăľ.

2) Śšăűĺőŋăřŋă£ šěőřĺ£ ćőğňşźěŋĺľ. Ćżřőęďěŋŋżľ śńşůăľ.

Ćżŕĺÿĺšě ćśě ťőřňşńż śšăűĺőŋăřŋőľ šěőřĺĺ ćőğňşźěŋĺľ ć ŋěćżřőęďěŋŋőň śńşůăě.

Ğăďăůă 1. Ŋăľďĺšě śďćĺč ć śńăąőň ¡ńěłšřĺůěśłőň ŕőńě ĺ ŕőń£- řĺğşěňőśšĳ őśŋőćŋőčő şřőćŋ£ ğăř£ęěŋŋőľ ůăśšĺűż ć őďŋőřőďŋőň ‹-ŕőšěŋűĺăńě U(x) = −¸‹(x).

Ğăďăůă 2. Ćżŕĺÿĺšě ćśě ťőřňşńż śšăűĺőŋăřŋőľ šěőřĺĺ ćőğňşźěŋĺľ ć ćżřőęďěŋŋőň śńşůăě.

Ğăďăůă 3. Ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t = 0 śĺśšěňă ŋăţőďĺšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ ^{(0)}_1 ďćşłřăšŋő ćżřőęďěŋŋőčő şřőćŋ£. Őŕřěďěńĺšě ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřěţőďă ć śőśšő£ŋĺě ^{(0)}_2 ŕőď ďěľśšćĺěň ŕőśšő£ŋŋőčő ćőğňşźěŋĺ£.

Ğăďăůă 4. Ŋăľďĺšě ŕőŕřăćłĺ ł ¡ŋěřčĺĺ ńĺŋěľŋőčő őśűĺńń£- šőřă ĺ ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ ŕřĺ ćőğňşźěŋĺĺ V (x) = e’ = −eF x. Ŋăľďĺšě şśńőćĺě ŕřĺňěŋĺňőśšĺ šěőřĺĺ ć ďăŋŋőň śńşůăě.

Ğăďăůă 5. Őŕřěďěńĺšě şřőćŋĺ ¡ŋěřčĺĺ ăŋčăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă ś čăňĺńĳšőŋĺăŋőň

^H =^{^p2}2_m +^{mω2x2}2 + ¸x^3 + ˛x^4:

(ŃŃ3, Čń. 6, § 38, ğăďăůă 3, ś. 166.)

Śěňĺŋăř 5

Šěňă: ŋěśšăűĺőŋăřŋă£ šěőřĺ£ ćőğňşźěŋĺľ.

Ğăďăůă 1. Ćżŕĺÿĺšě ćśě ťőřňşńż ŋěśšăűĺőŋăřŋőľ šěőřĺĺ ćőğňşźěŋĺľ.

Ğăďăůă 2. Ŋăľďĺšě ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřěţőďă őśűĺńń£šőřă ĺğ i-čő śőśšő£ŋĺ£ ŕřĺ t = −∞ ć j-ě ŕřĺ t = +∞ ŕřĺ ćőğňşźěŋĺĺ řăćŋőň V (t) = ( F e^{−i!t} + F^∗e^{i!t} ) .

174 Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ

Ğăďăůă 3. Ŋăľďĺšě śłőřőśšĳ ÀĺőŋĺğăűĺĺÁ (ćěřő£šŋőśšĳ ĺğňěŋěŋĺ£ śőśšő£ŋĺ£ ć ěďĺŋĺűş ćřěňěŋĺ) ďń£ őśŋőćŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ůăśšĺűż ć ‹-£ňě ŕőď ďěľśšćĺěň ćőğňşźěŋĺ£ V (x; t) = −xF_0 cos(!t).

Ğăďăůă 4. Ůăśšĺűă ŋăţőďĺšś£ ć őśŋőćŋőň śőśšő£ŋĺĺ ć ‹-£ňě (U(x) = −¸‹(x)). Ŕřĺ t = 0 £ňă ŕřĺţőďĺš ć ďćĺęěŋĺě ś ŕőśšő- £ŋŋőľ śłőřőśšĳ¿. Ŋăľďĺšě ćěřő£šŋőśšĳ šőčő ůšő £ňă ÀşćńěůěšÁ ůăśšĺűş ğă śőąőľ.

Ğăďăůă 5. Ŋă ńĺŋěľŋżľ őśűĺńń£šőř, ŋăţőď£źĺľś£ ŕřĺ t →

→ −∞ ć őśŋőćŋőň śőśšő£ŋĺĺ, ďěľśšćşěš ćŋěÿŋ££ śĺńă F (t),

F (t) → 0 ŕřĺ t → ±∞. Ŋăľďĺšě ćěřő£šŋőśšĳ ćőğąşęďěŋĺ£ řăğńĺůŋżţ śőśšő£ŋĺľ őśűĺńń£šőřă, śřěďŋĺľ ŋőňěř ćőğąşęďěŋŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ĺ śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ¡ŋěřčĺĺ őśűĺńń£šőřă ŕřĺ t → +∞.

Řěÿěŋĺě:

^H(t) =^{^p2}2_m +^{mω2^x2}2 − F (t)^x =

=^ω2 ( ^A^∗ ^A + ~) − F (t) 12√_{mω} ( ^A^∗ + ^A); d ^A(t) dt = −^i~[ ^H(t); ^A(t)] = i! ^A(t) +^{iF} (^t)√_{mω} ;

^A(t) = e^{i!t}( ^A +^i√_{mω} t∫

−∞ F (fi)e^{−i!fi} dfi)

t → +∞; ^A(t) → ^A_∞ = e^{i!t}( ^A + ¸);

čďě ¸ =^i√_{mω} +∞∫ −∞ F (fi)e^{−i!fi} dfi:

Őśŋőćŋőě (ĺńĺ ćăłşşňŋőě) śőśšő£ŋĺě őśűĺńń£šőřă őŕřěďěń£ěšś£ şśńőćĺ£ňĺ ^A _0 = 0, ‖ _0‖ = 1. İćőń¿űĺ£ ćăłşşňŋőčő śőśšő£ŋĺ£

(t) = ^U(t) _0; ^A _0 = 0; ^A(t) (t) = ^U(t) ^A ^U^+(t) ^U(t) _0 = 0;

^a(t) → ^a_∞; (t) → _∞ ŕřĺ t → +∞:

Őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň, ůšő _∞ şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿

( ^A + ¸) _∞ = 0: (A)

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ 175

Ğăňěšĺň, ůšő ^A, ^A^∗ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż ^a, ^a^∗: ^a =^{^A}√ 2~ , ^a^∗ =^{^A∗}√ 2~ . Ŕőďěńĺć (A) ŋă √ 2~, ňż ŕőńşůĺň śńěďş¿źěě şřăćŋěŋĺě

(^a + ˛) _∞ = 0; čďě ˛ =^α√ 2~ : (B)

Łăł ĺğćěśšŋő, őśšăńĳŋżě śőśšő£ŋĺ£ ńĺŋěľŋőčő čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă ŕőńşůă¿šś£ ĺğ ćăłşşňŋőčő _n = 1√_n ! (^a^∗)^n _0, ‖ _n‖ =

= 1. Ŕşśšĳ _∞ = ∑ c_n _n = ∑ 1 √ n! ( ^A^∗)^n _0. Łřőňě šőčő, ěśšĳ ěźě şśńőćĺě ŋőřňĺřőćłĺ ‖ _∞‖^2 = ∑ |c_n|^2 = 1. Ĺğ (B) ŕőńşůăěň řěłşřřěŋšŋőě şřăćŋěŋĺě ŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż c_n, ă ĺğ ŋőřňĺřőćłĺ őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň śăňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż

c_{n+1} = −^β√_n + 1c_n; ĺńĺ c_n = (−1)^{n βn}√_n ! c_0; |c_0|^2 = e^{−|˛|2} ;

c_n = (−1)^{n βn}√_n ! e^{− 1}2^{|˛|2} :

Ĺšăł, ňż ŕőńşůĺńĺ Ŕşăśśőŋőćő řăśŕřěďěńěŋĺě ŕő śőśšő£ŋĺ£ň őśűĺńń£šőřă. Ćěřő£šŋőśšĺ ŕěřěţőďă, śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ¡ŋěřčĺĺ ĺ śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ŋőňěřă śőśšő£ŋĺ£ řăćŋż

w_{0→n} = |⟨ _n| _∞⟩|^2 =^{|β|2n}_n! exp(−|˛|^2); n_{śř} = ∑ n|c_n|^2 = |˛|^2;

E(+∞) = ⟨ _∞| ^H_{+∞}| _∞⟩ = ∑ |c_n|^2E_n = = ∑ β2n n! e^{−|˛|2} ~! ( n + 12 ) = ~! (1 2 + |˛| 2 ) : Śěňĺŋăř 6

Šěňă: Řăğŋżě ğăďăůĺ.

Ğăďăůă 1. Őŕřěďěńĺšě łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřőţőęďěŋĺ£ ůěřěğ ŕőšěŋűĺăńĳŋżľ ąăřĳěř U(x), čďě

U(x) = { 0; x < 0, U_0 − F x; x ¿ 0.

176 Ćőğňőęŋżě ğăďăůĺ ďń£ ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă

Ćżůĺśńĺšě ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżľ ňŋőęĺšěńĳ. (ŃŃ3, Čń. 7, § 50, ğăďăůă 1.)

Ğăďăůă 2. Řěÿĺšě őďŋőňěřŋőě şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ ŕőšěŋűĺăńă

V (x) =

V_0; x_1 6 x 6 x_2; V_1; x_3 6 x(x_2 < x_3) 0; ć ďřşčĺţ śńşůă£ţ:

Řăğőąřăšĳ ćśě ćőğňőęŋőśšĺ.

Ğăďăůă 3. Ŋăľďĺšě śŕěłšř őďŋőňěřŋőľ ůăśšĺűż ć ŕőšěŋűĺăńě

V (x) =

+∞; ěśńĺ 0 6 x;

0; ěśńĺ 0 < x 6 x_0; V_0; ěśńĺ x_0 < x:

Ğăďăůă 4. Ŋăľďĺšě śřěďŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ĺňŕşńĳśă ⟨p⟩, ⟨p^2⟩ ĺ łőőřďĺŋăšż ⟨x⟩, ⟨x^2⟩ ůăśšĺűż, ŋăţőď£źěľś£ ć śőśšő£ŋĺĺ = sin^2(kx).

Ğăďăůă 5. (x) = A sin(kx). Łăłőćő śřěďŋěě ğŋăůěŋĺě ĺňŕşńĳśă ⟨p⟩, ⟨p^2⟩ ć ¡šőň śőśšő£ŋĺĺ?

Ğăďăůă 6. Ćőğňşźěŋĺě ŕőšěŋűĺăńă őśűĺńń£šőřă řăćŋő ‹V (x) = ¸x. Ŋăľďĺšě ŕőŕřăćłĺ ¡ŋěřčĺĺ őśűĺńń£šőřă, ćőğŋĺłă¿- źĺě ğă śůěš ¡šőčő ćőğňşźěŋĺ£. Śřăćŋĺšě ś šőůŋżň řěÿěŋĺěň.

Ćőğňőęŋżě ğăďăůĺ ďń£ ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă

Ğăďăůă 1. Ćżůĺśń££ łőŋšĺŋşăńĳŋżľ ĺŋšěčřăń, ŋăľďĺšě ăňŕńĺšşďş řăśŕřőśšřăŋěŋĺ£ śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż K(x; t; y; 0).

Ğăďăůă 2. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă ś ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺěň _0(x) = ‹(x − x_0).

Ğăďăůă 3. Ŋăľďĺšě ćőńŋőćş¿ ťşŋłűĺ¿, ňĺŋĺňĺğĺřş¿źş¿ śőőšŋőÿěŋĺě ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ.

Ğăďăůă 4. Řěÿĺšě şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă ďń£ śńşůă£ łőŋěůŋőľ ŕř£ňőşčőńĳŋőľ £ňż.

Ćőğňőęŋżě ğăďăůĺ ďń£ ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă 177

Ğăďăůă 5. Ćżůĺśńĺšě ⟨p^2_x⟩, ⟨x^2⟩ ć őśŋőćŋőň śőśšő£ŋĺĺ ăšőňă ćőďőřőďă H.

Ğăďăůă 6. Ćżůĺśńĺšě ⟨p^2⟩, ⟨x^2⟩ ďń£ őśűĺńń£šőřă ć őśŋőćŋőň śőśšő£ŋĺĺ.

Ğăďăůă 7. Ĺğ šěőřĺĺ ćőğňşźěŋĺľ ŋăľďĺšě ‹F^{(1)}n ďń£ őśűĺńń£- šőřă ć ŕőšěŋűĺăńě V = –x^4.

Ğăďăůă 8. Őŕřěďěńĺšě śŋ£šĺě ćżřőęďěŋĺ£ ć ăšőňě ćőďőřőďă ďń£ n = 2 ć őďŋőřőďŋőň ¡ńěłšřĺůěśłőň ŕőńě.

Ğăďăůă 9. Ŋăľďĺšě ŕőŕřăćłş ^{(2)}n ĺ F^{(2)}n ć śšăűĺőŋăřŋőň śńşůăě.

Ğăďăůă 10. Ŋăľďĺšě F_n ďń£ őśűĺńń£šőřă ŕő łćăğĺłńăśśĺłě. Śřăćŋĺšĳ ś šőůŋżň řěÿěŋĺěň.

Ğăďăůă 11. Ć łőőřďĺŋăšŋőň ĺ ĺňŕşńĳśŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ŋăľďĺšě őŕěřăšőřż x(t), p(t) ďń£ ńĺŋěľŋőčő čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă ć łăřšĺŋě Čěľğěŋąěřčă, ĺ ćżřăğĺšě ďĺśŕěřśĺĺ łőőřďĺŋăšż ĺ ĺňŕşńĳśă ůěřěğ ĺţ ŋăůăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£.

Ğăďăůă 12. Ŋăľďĺšě S-şřőćŋĺ ¡ŋěřčĺĺ ć śťěřĺůěśłĺ-śĺňňě-šřĺůŋőľ £ňě:

V (r) = { −V; r < a; 0; r ¿ a:

Ğăďăůă 13. Ć ŋăůăńĳŋżľ ňőňěŋš ćřěňěŋĺ ŕńőšŋőśšĳ řăśŕřěďěńěŋĺ£ łőőřďĺŋăš śćőąőďŋő ¡ćőń¿űĺőŋĺřş¿źěľ ůăśšĺűż ĺňěńă Čăşśśőćş ťőřňş:

(x; 0) = N exp ( ipx ~ − x^2 2δ^2 ) ; x ∈ R:

1) Ğă łăłőě ćřěň£ ÿĺřĺŋă ŕăłěšă şćěńĺůĺšś£ ćďćőě?

2) Ŋăľďĺšě (x; t).

3) Ćżůĺśńĺšě śřěďŋěě ğŋăůěŋĺ£ ĺ ďĺśŕěřśĺĺ x ĺ p.

Ğăďăůă 14. Ŕőłăęĺšě, ůšő ć űěŋšřăńĳŋő-śĺňňěšřĺůŋőň ŕőńě H, l^2, l_z őąřăğş¿š łőňňşšĺřş¿źĺľ ŋăąőř ŋăąń¿ďăěňżţ.

178 Ŕřĺňěř ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă, 6-ľ śěňěśšř

Ğăďăůă 15. Ůăśšĺűă ŋăţőďĺšś£ ć śőśšő£ŋĺĺ ś ďăŋŋżň őŕřěďěńěŋŋżň łćăďřăšőň őřąĺšăńĳŋőčő ňőňěŋšă ĺ őŕřěďěńěŋŋőľ ¡ŋěřčĺěľ ć łşńőŋőćőň ŕőńě ŕřĺš£ęěŋĺ£. Ćżůĺśńĺšě śřěďŋĺě ğŋăůěŋĺ£ ⟨r^{−1}⟩, ⟨r^{−2}⟩, ⟨r^{−3}⟩.

Ğăďăůă 16. Ćżůĺśńĺšě ăňŕńĺšşďş řăśśě£ŋĺ£ ůăśšĺűż ŋă ŕőšěŋűĺăńĳŋőľ £ňě

V (r) = { −V; r < a; 0; r ¿ a;

ć ŕřěďěńě ŋşńěćőľ ¡ŋěřčĺĺ.

Ğăďăůă 17. Ůăśšĺűă śő śŕĺŋőň^1_2 ďćĺęěšś£ ć ŕőńě űěŋšřăńĳŋżţ śĺń. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ŋăąń¿ďăěňżě j_z = l_z + s_z, j^2, l^2 £ćń£¿šś£ őďŋőćřěňěŋŋő ĺğňěřĺňżňĺ ĺ ŋăľďĺšě ĺţ őąźĺě śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ.

Ğăďăůă 18. Ďőłăęĺšě, ůšő ć śőśšő£ŋĺĺ ś őŕřěďěńěŋŋőľ ¡ŋěřčĺěľ ć űěŋšřăńĳŋő-śĺňňěšřĺůŋőň ŕőńě łşńőŋőćőčő ğăř£ďă ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő 2⟨T ⟩ = −⟨V ⟩.

Ŕřĺňěř ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ, 6-ľ śěňěśšř

Ćăřĺăŋš 1

Šěőřěšĺůěśłĺě ćőŕřőśż

1. Ÿřěďĺŋčěřőćśłőě ĺ Čěľğěŋąěřčőćśłőě őŕĺśăŋĺ£ łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ.

2. Čăřňőŋĺůěśłĺľ őśűĺńń£šőř.

Ğăďăůĺ

1. Ŋăľďĺšě śŕěłšř (¡ŋěřčěšĺůěśłĺě şřőćŋĺ) ĺ ćőńŋőćżě ťşŋłűĺĺ ść£ğăŋŋżţ śőśšő£ŋĺľ ŕřĺ ďăŋŋőň őďŋőňěřŋőň ŕőšěŋűĺăńě:

U(x) = { U_0; |x| < a; 0; |x| ¿ a:

Ŕřĺňěř ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă, 6-ľ śěňěśšř 179

2. Ŋăľďĺšě ŕő šěőřĺĺ ćőğňşźěŋĺľ ŕőŕřăćłĺ 1-čő ĺ 2-čő ŕőř£ďłőć ł ¡ŋěřčĺĺ őśŋőćŋőčő śőśšő£ŋĺ£ őśűĺńń£šőřă, ćőğňşźěŋŋőčő ŕőšěŋűĺăńőň V (x) = ¸x^4.

3. Ăšőň ćőďőřőďă ŕőňěźěŋ ć őďŋőřőďŋőě ¡ńěłšřĺůěśłőě ŕőńě ś ŋăŕř£ęěŋŋőśšĳ¿ E. Ŋăľďĺšě řăśźěŕńěŋĺě ćšőřőčő şřőćŋ£.

4. Ŋă őśűĺńń£šőř ďěľśšćşěš ć šěůěŋĺĺ łőŋěůŋőčő ćřěňěŋĺ ćőğňşźěŋĺě V (x) = xf(t), čďě f(t) | ťĺŋĺšŋă£ ťşŋłűĺ£ ś ŋőśĺšěńěň [0; t_0]. Ŋăľďĺšě ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřěţőďă ĺğ őśŋőćŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ć n-ě.

Ćăřĺăŋš 2

Šěőřěšĺůěśłĺě ćőŕřőśż

1. Śőśšő£ŋĺ£, ťĺğĺůěśłĺě ŋăąń¿ďăěňżě, şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě.

2. Čăřňőŋĺůěśłĺľ őśűĺńń£šőř. 3. Śšăűĺőŋăřŋă£ šěőřĺ£ ćőğňşźěŋĺľ.

Ğăďăůĺ

1. Ŋăľďĺšě śŕěłšř (şřăćŋěŋĺě ŋă ¡ŋěřčěšĺůěśłĺě şřőćŋĺ) ść£- ğăŋŋżţ śőśšő£ŋĺľ ŕřĺ ďăŋŋőň őďŋőňěřŋőň ŕőšěŋűĺăńě. Ŕřĺąńĺęěŋŋő ŕőśůĺšăľšě ¡ŋěřčĺ¿ őśŋőćŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ć ŕřěďŕőńőęěŋĺĺ ő ěě ňăńőśšĺ.

U(x) =

U_0; x < −a ĺ a 6 x; U_0; −b 6 x < b;

0; −a 6 x < −b ĺ b 6 x < a:

2. Ăšőň ćőďőřőďă ŕőňěźěŋ ć śńăąőě őďŋőřőďŋőě ¡ńěłšřĺůěśłőě ŕőńě ś ŋăŕř£ęěŋŋőśšĳ¿ E. Ŋăľďĺšě řăśźěŕńěŋĺě šřěšĳěčő şřőć- ŋ£. 3. Ăšőň ćőďőřőďă ŕőňěźěŋ ć śńăąőě őďŋőřőďŋőě ňăčŋĺšŋőě ŕőńě ś ŋăŕř£ęěŋŋőśšĳ¿ H. Ŋăľďĺšě řăśźěŕńěŋĺě ćšőřőčő şřőćŋ£.

4. Ŋă őśűĺńń£šőř ďěľśšćşěš ć šěůěŋĺĺ łőŋěůŋőčő ćřěňěŋĺ ćőğňşźěŋĺě V (x) = ax^2f(t), čďě f(t) | ťĺŋĺšŋă£ ťşŋłűĺ£ ś ŋőśĺšěńěň [0; t_0]. Ŋăľďĺšě ćěřő£šŋőśšĳ ŕěřěţőďă ĺğ őśŋőćŋőčő śőśšő£ŋĺ£ ć n-ě.

180 Ńĺšěřăšşřă

Ńĺšěřăšşřă

[ŃŃ1] Ń. Ď. Ńăŋďăş, Ě. Ň. Ńĺťÿĺű. Ňěţăŋĺłă, š. 1. Ň., Ŋăşłă, 1973.

[ŃŃ2] Ń. Ď. Ńăŋďăş, Ě. Ň. Ńĺťÿĺű. Šěőřĺ£ ŕőń£, š. 2. Ň., Ŋăşłă, 1973.

[ĎŊŤ] Ą. Ă. Ďşąřőćĺŋ, Ś. Ŕ. Ŋőćĺłőć, Ă. Š. Ťőňěŋłő. Śőćřěňěŋŋă£ čěőňěšřĺ£. Ň., Ŋăşłă, 1986.

[Ăřŋ] Ć. Ĺ. Ăřŋőńĳď. Ňăšěňăšĺůěśłĺě ňěšőďż łńăśśĺůěśłőľ ňěţăŋĺłĺ. Ň., Ŋăşłă, 1989.

[Ť§] Ń. Ď. Ťăďďěěć, Ő. Ă. §łşąőćśłĺľ. Ńěłűĺĺ ŕő łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě. Ďń£ śšşďěŋšőć ňăšěňăšĺłőć. Ń., Ĺğďăšěńĳśšćő Ńěŋĺŋčřăďśłőčő şŋĺćěřśĺšěšă, 1980.

[Ň] đ. Ĺ. Ňăŋĺŋ. Ňăšěňăšĺłă ĺ Ťĺğĺłă. Śěřĺ£ ÀŇăšěňăšĺłă, łĺąěřŋěšĺłăÁ 12. 1979.

[ŤŃŚ] Ř. Ťěľŋňăŋ, Ř. Ńěľšőŋ, Ň. Ś¡ŋďś. Ťěľŋňăŋőćśłĺě ńěłűĺĺ ŕő ťĺğĺłě. Ň., Ňĺř, 1967, 1978 ĺ ďřşčĺě ĺğďăŋĺ£.

[ŃŃ3] Ń. Ď. Ńăŋďăş, Ě. Ň. Ńĺťÿĺű. Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă, š. 3. Ň., Ŋăşłă, 1974.

[Ď] Ŕ. Ă. Ň. Ďĺřăł. Ŕřĺŋűĺŕż łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ. Ň., Ŋăşłă, 1979.

[ŤŢ] Ř. Ťěľŋňăŋ, Ă. Ţĺąś. Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă ĺ ĺŋšěčřăńż ŕő šřăěłšőřĺ£ň. Ň., Ňĺř, 1968.

[ŤŊ] Ťőŋ Ŋěľňăŋ Ĺ. Ňăšěňăšĺůěśłĺě őśŋőćż łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ. Ň., Ŋăşłă, 1964.

[Ăřŋ2] Ć. Ĺ. Ăřŋőńĳď. Ńěłűĺĺ ŕő şřăćŋěŋĺ£ň ś ůăśšŋżňĺ ŕřőĺğćőďŋżňĺ. Ň., Ĺğď-ćő ŇŁ ŊŇŞ, 1995.

Őčńăćńěŋĺě 181

Őčńăćńěŋĺě

Ććěďěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Ťĺğĺłă ĺ ňăšěňăšĺłă (3). Ěćłńĺďőćă śšřşłšşřă ŕřőśšřăŋśšćă (4). Śŕěűĺăńĳŋă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Ćřěň£ (6). Ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő-ćřěňěŋŋă£ śĺśšěňă őšśůěšă (6). Ŕřĺŋűĺŕ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ Čăńĺńě£ (6). Śćěš (7). Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňăśÿšăąőć ĺ ğăňěďńěŋĺě ůăśőć (10). Ŕřőśšřăŋśšćő Ňĺŋłőćśłőčő (16). Ăąěřřăűĺ£ (17). İŋěřčĺ£ ĺ ĺňŕşńĳś řěń£šĺćĺśšśłőľ ůăśšĺűż (20).

Ńăčřăŋęěćă ňěţăŋĺłă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Śőśšő£ŋĺě łńăśśĺůěśłőľ śĺśšěňż, ĺğňěŋěŋĺě ěě ćő ćřěňěŋĺ (23). Šěńěőńőčĺůěśłĺľ ŕřĺŋűĺŕ (24). Ćăřĺăűĺőŋŋőě ĺśůĺśńěŋĺě ĺ ŕřĺŋűĺŕ ŋăĺňěŋĳÿěčő ďěľśšćĺ£ (25). Şřăćŋěŋĺ£ Ńăčřăŋęă (27). Ĺŋšěčřăńż ďćĺęěŋĺ£ ĺ śĺňňěšřĺĺ (28). Ŕřĺňěřż śĺśšěň (30).

Šěőřĺ£ ŕőń£ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Ŕřőśšřăŋśšćěŋŋő-ćřěňěŋŋżě śĺňňěšřĺĺ ĺ šěŋğőř ¡ŋěřčĺĺ-ĺňŕşńĳ-śă (37). İńěłšřőňăčŋěšĺğň (38). Şřăćŋěŋĺ£ Ňăłśćěńńă (38). Ńőřěŋűĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ şřăćŋěŋĺľ Ňăłśćěńńă (40). Ćěłšőřŋżľ ŕőšěŋűĺăń, łăńĺąřőćőůŋă£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ (41). İńěłšřőňăčŋĺšŋżě ćőńŋż. Ćőńŋőćőě şřăćŋěŋĺě (43). Ğăŕăğďżćă¿źĺě ŕőšěŋűĺăńż (ŕőšěŋűĺăńż Ńĺěŋăřă { Ćĺţěřšă) (46). Řěăńĳŋőśšĳ ćěłšőřŋőčő ŕőšěŋűĺăńă ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě (49). Čěőňěšřĺ£ ĺ łăńĺąřőćőůŋżě ŕőń£ (49). Ĺśšőřĺůěśłőě őšśšşŕńěŋĺě (52). Ďěľśšćĺě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ (55). Řăśÿĺřěŋĺě čřşŕŕż śĺňňěšřĺľ (56). Ŕőń£ §ŋčă { Ňĺńńśă (56). Šőŕőńőčĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă łăńĺąřőćőůŋżţ ŕőńěľ ś łőŋěůŋżň ďěľśšćĺěň (57). Őąźă£ šěőřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ (65). Őśŋőćăŋĺ£ ďń£ řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőśšşńăšă őšŋőśĺšěńĳŋőśšĺ (65). Čřăćĺšăűĺ£ ĺ čěőňěšřĺ£ (66). Ňěšřĺłă = čřăćĺšăűĺ£ (67). Şřăćŋěŋĺě čěőďěğĺůěśłőľ (ďćĺęěŋĺě ňăšěřĺăńĳŋőľ šőůłĺ) (68). Łőćăřĺăŋšŋőě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě (68). Ńőłăńĳŋő čěőďěğĺůěśłă£ śĺśšěňă łőőřďĺŋăš (70). Šěŋğőř łřĺćĺğŋż (70). Śćőľśšćă šěŋğőřă łřĺćĺğŋż (71). Şřăćŋěŋĺ£ İľŋÿšěľŋă (72). Řěÿěŋĺě Ÿćăřűÿĺńĳďă (74). Ďćĺęěŋĺě ŕěřĺčěńĺ£ Ňěřłşřĺ£ ĺ ĺśłřĺćńěŋĺě śćěšőćżţ ńşůěľ (75). Śńşůăľ ňăśśĺćŋőľ ůăśšĺűż (q = 1) (76). Śńşůăľ śćěšă (q = 0) (77). Ĺğőšřőŕŋżě ňőďěńĺ Ťřĺďňăŋă (78). Śńşůăľ 1. Ğăłřżšă£ ňőďěńĳ. λ > 0 (80). Śńşůăľ 2. Őšłřżšă£ ňőďěńĳ. λ < 0 (82).

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ŤĺğĺłăÁ . . . . . . . . . . . . . 83

Śěňĺŋăř 1 (83). Śěňĺŋăř 2 (85). Śěňĺŋăř 3 (85). Śěňĺŋăř 4 (86). Śěňĺŋăř 5 (87). Śěňĺŋăř 6 (87). Śěňĺŋăř 7 (88). Śěňĺŋăř 8 (88). Śěňĺŋăř 9 (88). Śěňĺŋăř 10 (88). Śěňĺŋăř 11 (88). Śěňĺŋăř 12 (89).

182 Őčńăćńěŋĺě

Ćőğňőęŋżě ğăďăůĺ ďń£ ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă . . . . . . . . . . . . 89

Ŕřĺňěř ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă, 5-ľ śěňěśšř . . . . . . . . . . . . . . 91

Łćăŋšőćă£ ňěţăŋĺłă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

Ććěďěŋĺě (94). Ŋěşďőćńěšćőřĺšěńĳŋőśšĳ łńăśśĺůěśłĺţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ (95). Ĺŋšěřťěřěŋűĺ£ ¡ńěłšřőŋőć (97). Ňăšěňăšĺłă łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłĺ (100). Ŕřĺŋűĺŕ ďěšěřňĺŋĺğňă ć łćăŋšőćőľ ňěţăŋĺłě (102). Ďĺŋăňĺůěśłĺľ ŕřĺŋűĺŕ (102). Şřăćŋěŋĺě Ÿřěďĺŋčěřă (104). Ďćĺęěŋĺě śćőąőďŋőľ ůăśšĺűż ŕő ŕř£ňőľ (105). Şřăćŋěŋĺ£ ďćĺęěŋĺ£ (107). Śĺňňěšřĺĺ ĺ ĺŋšěčřăńż ďćĺęěŋĺ£ (108). Ĺňŕşńĳś (109). Śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ ĺňŕşńĳśă (110). Łőňňşšăűĺőŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ĺ śőőšŋőÿěŋĺě ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ (111). Ňĺŋĺňĺğăűĺ£ śőőšŋőÿěŋĺ£ ŋěőŕřěďěńěŋŋőśšĺ. Ćőńŋőćżě ŕăłěšż (112). Ďćĺęěŋĺě ćőńŋőćőčő ŕăłěšă (112). Čăňĺńĳšőŋĺăŋ (113). Łćăŋšőćżě śłőąłĺ Ŕşăśśőŋă (115). Ŕřěďśšăćńěŋĺě Čěľğěŋąěřčă (116). Śšăűĺőŋăřŋżě śőśšő£ŋĺ£ (117). Őśŋőćŋżě śćőľśšćă şřăćŋěŋĺ£ Ÿřěďĺŋčěřă (117). Ćăřĺăűĺőŋŋżľ ŕřĺŋűĺŕ (119). Őďŋőňěřŋőě ďćĺęěŋĺě (119). Őďŋőňěřŋőě ďćĺęěŋĺě, ŕőćěďěŋĺě ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĺ (120). Ŕőšěŋűĺăńĳŋă£ £ňă (124). Ńĺŋěľŋżľ őśűĺńń£šőř (125). Śŕěłšř čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă (125). Śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ čăřňőŋĺůěśłőčő őśűĺńń£šőřă (126). Ňőňěŋš ĺňŕşńĳśă (127). Śŕěłšř őŕěřăšőřőć L^2 ĺ L3 (130). Śőąśšćěŋŋżě ťşŋłűĺĺ őŕěřăšőřă ňőňěŋšă (131). Ďćĺęěŋĺě ć űěŋšřăńĳŋő-śĺň-ňěšřĺůŋőň ŕőńě (132). Ďćĺęěŋĺě ć łşńőŋőćőň ŕőńě (134). Śłřżšă£ śĺňňěšřĺ£ ć łşńőŋőćőľ ğăďăůě (136). Ďćĺęěŋĺě ć łşńőŋőćőň ŕőńě. Ŕřőďőńęěŋĺě (139). Śŕĺŋ ¡ńěłšřőŋă (141). Šěőřĺ£ ćőğňşźěŋĺľ (143). Śšăűĺőŋăřŋżľ, ŋěćżřőęďěŋŋżľ śńşůăľ (144). Ćżřőęďěŋŋżľ śńşůăľ (146). Ŕřĺňěŋěŋĺě. Ăšőň ć ňăčŋĺšŋőň ŕőńě. İťťěłš Ğěěňăŋă (147). Ćőğňşźěŋĺ£, ğăćĺś£źĺě őš ćřěňěŋĺ (148). Ŕěřĺőďĺůěśłőě ćőğňşźěŋĺě. Ăšőň ć ŕőńě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőľ ćőńŋż (150). Łćăğĺłńăśśĺůěśłőě ŕřĺąńĺęěŋĺě (150). Ŕřăćĺńő łćăŋšőćăŋĺ£ Ąőřă { Ğőňňěřťěńĳďă (155). Ŕřőţőęďěŋĺě ůěřěğ ąăřĳěř (156). Şřăćŋěŋĺě Ďĺřăłă. Řěń£šĺćĺśšśłă£ šěőřĺ£ ¡ńěłšřőŋă (158). Ćłń¿ůěŋĺě ¡ńěłšřőňăčŋĺšŋőčő ŕőń£ (160). Ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ şřăćŋěŋĺ£ Ďĺřăłă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ Ńőřěŋűă (161). Ňăčŋĺšŋżľ ňőňěŋš ¡ńěłšřőŋă (162).

Śěňĺŋăřż ŕő łşřśş ÀŠěőřěšĺůěśłă£ ťĺğĺłăÁ . . . . . . . . . . . . . 165

Śěňĺŋăř 1 (165). Śěňĺŋăř 2 (167). Śěňĺŋăř 3 (171). Śěňĺŋăř 4 (173). Śěňĺŋăř 5 (173). Śěňĺŋăř 6 (175).

Ćőğňőęŋżě ğăďăůĺ ďń£ ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă . . . . . . . . . . . . 176

Ŕřĺňěř ŕĺśĳňěŋŋőčő ¡łğăňěŋă, 6-ľ śěňěśšř . . . . . . . . . . . . . . 178

Ńĺšěřăšşřă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180